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序文

本書は物理への応用，特に量子力学への応用を念頭において線形代数について述
べたものです。本書の構成は

第 1章 行列

第 2章 線形空間

第 3章 内積空間

第 4章 テンソル積

第 5章 関数空間

第 6章 群の表現

第 7章 物理への応用
となっています。第 1章から第 3章までの内容で大学 1，2年生で学ぶ範囲はほぼ
扱えたのではないかと思います。なお，「第 7章 物理への応用」は随時更新してい
く予定です。
本書の第 1章から第 3章の特徴は以下の通りです。
第 1章 行列

(1) 行列を列ベクトルの横並びまたは行ベクトルの縦並びとして扱うこと
により，第 2章，第 3章で採用する行列記法の準備を行った。

(2) §1.3.4と §1.3.5において，列ベクトル空間の基底とそれに対応する行ベ
クトル空間の双対基底について述べた。また，基底と双対基底の積に
よって定義される射影について述べ，さらに射影の和によって表される
完全性関係について述べた。これらを第 2章で述べる一般の線形空間に
おける射影と完全性関係への導入とした。

第 2章 線形空間
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(3) 一般的な線形空間について述べた。特に，固有値問題をスペクトル分解
に重点をおいて説明した。

(4) 第 2章では内積に関連する内容は一切扱わなかった。初学者にとってわ
かりにくい点の一つとして，線形代数の定理のうち内積を必要とするも
のはどれで必要としないものはどれなのかということがある。特に，線
形代数の教科書では内積について述べた後で固有値問題を取り上げる
のが普通であるが，固有値問題のどの部分が内積を必要とする箇所であ
り，また，どの部分が内積を必要としない箇所なのかを判断するのは初
学者にとって難しいように思う。こういった点を明確にするため，内積
に関連する内容はすべて第 3章でまとめて述べることとした。

(5) ディラック記法 (ブラ-ケット記法)を採用し，線形形式 (ブラ)をベクト
ル (ケット)と同程度に重要な構成要素として扱った。ディラック記法
は量子力学で広く用いられている記法であり，線形代数を量子力学に応
用する際に役立つと考えた。

(6) 基底と双対基底について述べ，これらに基づいて射影・完全性関係・直
和について述べた。

(7) 2つの線形変換の交換子を定義し，その基本的性質について述べた。
(8) 2つの線形変換が同時対角化可能であるための必要十分条件はこれらが
可換であることを説明した。

(9) 同時対角化可能でない線形変換の組に関して，第 6章で扱う群の表現に
おいて基本的となる，同時ブロック対角化，既約不変部分空間，シュー
アの補題について述べた。

第 3章 内積空間

(10) 計量 (基底のグラム行列)を用いてベクトル，線形形式のエルミート共
役を定義した。

(11) 相反基底 (双対基底のエルミート共役)について述べた。
(12) 正規直交基底に基づいて正射影・完全性関係・直交直和について述べた。
(13) 正規変換の不変部分空間，スペクトル分解，極分解，疑似逆変換につい

て述べた。

線形代数の教科書で通常は取り上げられている内容で本書では取り上げなかっ
たのは以下の通りです。
(1) 行列の基本変形の基本行列
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(2) クラメルの公式

(3) 余因子行列による逆行列の公式

(4) ジョルダン標準形

物理への応用において上記 (1)-(4)が必要となることはありますが，本書で取り上
げた内容に比べるとそういった場面は少ないように思います。これらについては
線形代数の教科書を参照してください。
本書の内容は諸先輩方からの貴重なご指導やご意見および学生さんとの議論な
どがもとになっています。お世話になったみなさんに心から感謝いたします。

2025年 7月 14日
鈴木 修吾
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第 1章 行列

本章では，第 2章以降で必要となる行列の計算について述べる。特に，行列を列ベ
クトルの横並びまたは行ベクトルの縦並びとして扱う方法について説明する。ま
た，連立一次方程式の解法，および，逆行列，行列式の計算についても述べる。な
お，線形独立など一部のものを除き，本章では抽象的な内容は扱わない。

1.1 列ベクトル・行ベクトル・行列
1.1.1 列ベクトルと行ベクトル
n個の複素数 a1, · · · , anを縦に並べた

a =

a1...
an

 (1.1.1)

を n次元または n成分の列ベクトルまたは縦ベクトルといい，aiを aの第 i成分
という。列ベクトルは特に断らない限り a，b，cなどの太字のラテン文字で表す
ことにする。n個の複素数 α1, · · · , αnを横に並べた

α = [ α1 · · · αn ] (1.1.2)

を n次元または n成分の行ベクトルまたは横ベクトルといい，αiをαの第 i成分
という。行ベクトルは特に断らない限りα，β，γなどの太字のギリシャ文字で表
すことにする。列ベクトルと行ベクトルを数ベクトルという。成分がすべて 0の
列ベクトル，行ベクトルを零列ベクトル，零行ベクトル，あるいは単に零ベクト
ルという。混乱の生じない限り，零ベクトルは 0によって表す。列ベクトルの和
a+ bとスカラー倍 λaを a1...

an

+

b1...
bn

 =

a1 + b1
...

an + bn

 (1.1.3)
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λ

a1...
an

 =

λa1...
λan

 (1.1.4)

によって定義する。行ベクトルの和α+ βとスカラー倍 λαを

[ α1 · · · αn ]+ [ β1 · · · βn ] = [ α1 + β1 · · · αn + βn ] (1.1.5)

λ[ α1 · · · αn ] = [ λα1 · · · λαn ] (1.1.6)

によって定義する。行ベクトルαと列ベクトル aから 1つの複素数を与える演算
であるペアリングを

αa = [ α1 · · · αn ]

a1...
an

 = α1a1 + · · ·αnan (1.1.7)

によって定義する1。ペアリングαaはαとaの次元が一致する場合のみ定義され
ることに注意せよ。
==============================================

補足・計算例 1.

列ベクトルの和とスカラー倍

12
3

+

45
6

 =

1 + 4
2 + 5
3 + 6

 =

57
9

 (1.1.8)

2

12
3

 =

2 · 12 · 2
2 · 3

 =

24
6

 (1.1.9)

行ベクトルの和とスカラー倍

[ 1 2 3 ]+ [ 4 5 6 ] = [ 1 + 4 2 + 5 3 + 6 ] = [ 5 7 9 ] (1.1.10)

2 [ 1 2 3 ] = [ 2 · 1 2 · 2 2 · 3 ] = [ 2 4 6 ] (1.1.11)

1ペアリング (行ベクトルと列ベクトルに対して定義されます)は内積 (2つの列ベクトルに対し
て定義されます)とは別の演算なので注意しましょう。内積は第 3章で扱います。なお，ペアリン
グをスカラー積とよぶこともありますが，スカラー積という用語は内積を指すこともありますの
で，本書では混乱を避けるためにペアリングを用いることにします。
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ペアリング

[ 1 2 3 ]

45
6

 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 4 + 10 + 18 = 32 (1.1.12)

==============================================

1.1.2 行列
mn個の複素数を

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 (1.1.13)

のように四角形に並べたものをm行 n列の行列または (m,n)行列といい，aijをA

の (i, j)成分という。行列の観点からみると，m次元列ベクトルは (m, 1)行列であ
り，n次元行ベクトルは (1, n)行列である。Aをn個のm次元列ベクトルa1, · · · ,an
を横に並べた形，あるいは，m個の n次元行ベクトル α1, · · · ,αmを縦に並べた
形で，

A = [a1 · · · an ] =

α1

...

αm

 (1.1.14)

のように分割して表すと計算の見通しが良くなることが多い。そこで，以下では
必要に応じて (1.1.14)のような表し方を用いることにする2。例えば，(1.1.14)と
同様に，(m,n)行列Bの第 i列を bi，第 i行を βiのように表すなどである。成分
がすべて 0の行列を零行列といい，Oで表す3。行と列の数が等しい行列を正方行
列という4。正方行列Aの行の数 (=列の数)が nのとき nをAの次数とよび，Aは
n次正方行列であるという。また，その (i, i)成分を対角成分という。対角成分が

2(1.1.14)のような表し方を行列のブロック分割といいます。本書では行列を列ベクトルの横並
びまたは行ベクトルの縦並びとして (1.1.14)のように表す場合に限ってブロック分割を用いること
にします。一般のブロック分割については参考文献 [9]の第 8章を参照してください。

3零行列の型 (m,n)を明示したいときは Om,n のように表します。
4本書では主に正方行列に関連する内容を扱います。
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すべて 1でその他の成分がすべて 0の n次正方行列

I =

1 O
. . .

O 1

 (1.1.15)

を n次の単位行列という。次数を明示する場合は Inと表すことにする5。n次正方
行列 Aに対し AB = BA = I を満たす n次正方行列 Bが存在するとき，Aは正
則あるいは正則行列であるという。B = A−1と表し，A−1を Aの逆行列という。
単位行列については §1.3.2で，また，正則行列については §1.3.3でさらに詳しく
述べる。
行列の和A+Bとスカラー倍 λAを

[a1 · · · an ]+ [ b1 · · · bn ] = [a1 + b1 · · · an + bn ] (1.1.16)

λ[a1 · · · an ] = [λa1 · · · λan ] (1.1.17)

によって定義する。この定義から，A+Bと λAはα1

...

αm

+

β1

...

βm

 =

 α1 + β1

...

αm + βm

 (1.1.18)

λ

α1

...

αm

 =

λα1

...

λαm

 (1.1.19)

と書くこともできる。さらに，(l,m)行列A，(m,n)行列B

A = [a1 · · · am ] =

α1

...

αl

 B = [ b1 · · · bn ] =

β1

...

βm

 (1.1.20)

の積ABを

AB =

α1

...

αl

[ b1 · · · bn ] =
α1b1 · · · α1bn

...
. . .

...

αlb1 · · · αlbn

 (1.1.21)

5文脈から次数が明らかな場合は単に I と表します。
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によって定義する。つまり，ABの (i, j)成分をペアリングαibjとして定める。A，
Bの成分を用いて表すと，

(AB)ij =
m∑
k=1

aikbkj (1.1.22)

である。行列の積ABはAの列の数とBの行の数が一致する場合のみ定義される
ことに注意せよ。(1.1.21)より，

AB = A[ b1 · · · bn ] = [Ab1 · · · Abn ] (1.1.23)

あるいは

AB =

α1

...

αl

B =

α1B
...

αlB

 (1.1.24)

と書くこともできる。また，Aの第 k列 akとBの第 k行 βkの積 akβkは

akβk =

a1k...
alk

[ bk1 · · · bkn ] =
a1kbk1 · · · a1kbkn

...
. . .

...

alkbk1 · · · alkbkn

 (1.1.25)

である。つまり，akβkの (i, j)成分は aikbkjである。したがって，

AB = [a1 · · · am ]

β1

...

βm

 = a1β1 + · · ·+ amβm (1.1.26)

が成り立つ6。
[ (1.1.26)の証明 ] a1β1 + · · ·+ amβmの (i, j)成分は(

m∑
k=1

akβk

)
ij

=
m∑
k=1

(akβk)ij =
m∑
k=1

aikbkj = αibj = (AB)ij (1.1.27)

となる。よって，(1.1.26)が成り立つ。 ■

正方行列Aの対角成分の和を trAで表す。trAをAのトレースという7。つまり，

trA =
n∑
i=1

aii (1.1.28)

6行列を列ベクトルの横並びまたは行ベクトルの縦並びとして表すブロック分割による公式
(1.1.26)は非常に有用で，列行展開と名付ける価値のある公式だと思います。本書ではこの公式を
いろいろなところで用いています。

7トレースは跡または対角和とよばれることもあります。
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である。正方行列の積のトレースは，積の順序を巡回的に入れ替えても変わらな
い。例えば，n次正方行列A，B，Cの積のトレースについて，

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) (1.1.29)

が成り立つ。
[ (1.1.29)の証明 ] A，B，Cの成分を用いて積ABCの (i, i)成分を表すことにより，

tr(ABC) =
n∑
i=1

(ABC)ii =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

aijbjkcki =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

bjkckiaij = tr(BCA)

(1.1.30)

を得る。tr(ABC) = tr(CAB)も同様に示せる。 ■

行列の積の著しい特徴として非可換性がある。ABが定義されても BAが定義
されないこともあるし，たとえBAが定義されてもABとは型が異なることもあ
る。より重要なのは，A，Bがともに正方行列の場合，AB，BAはどちらもA，B
と同じ次数の正方行列となるにもかかわらず，一般にはAB = BAは成り立たな
いという点である。
==============================================

補足・計算例 2.

行列の和とスカラー倍
[
1 2
3 4

]
+

[
5 6
7 8

]
=

[
1 + 5 2 + 6
3 + 7 4 + 8

]
=

[
6 8
10 12

]
(1.1.31)

2

[
1 2
3 4

]
=

[
2 · 1 2 · 2
2 · 3 2 · 4

]
=

[
2 4
6 8

]
(1.1.32)

行列の積

[
1 2
3 4

][
5 6 7
8 9 10

]
=

[ 1 2 ]

[
5
8

]
[ 1 2 ]

[
6
9

]
[ 1 2 ]

[
7
10

]
[ 3 4 ]

[
5
8

]
[ 3 4 ]

[
6
9

]
[ 3 4 ]

[
7
10

]
 =

[
21 24 27
47 54 61

]

=

[[
1 2
3 4

][
5
8

] [
1 2
3 4

][
6
9

] [
1 2
3 4

][
7
10

]]

=

[ 1 2 ]

[
5 6 7
8 9 10

]
[ 3 4 ]

[
5 6 7
8 9 10

]


=

[
1
3

]
[ 5 6 7 ]+

[
2
4

]
[ 8 9 10 ] =

[
5 6 7
15 18 21

]
+

[
16 18 20
32 36 40

]

(1.1.33)
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正方行列のトレース

tr

[
1 2
3 4

]
= 1 + 4 = 5 (1.1.34)

tr

([
1 2
3 4

][
5 6
7 8

])
= tr

[
19 22
43 50

]
= 19 + 50 = 69 (1.1.35)

tr

([
5 6
7 8

][
1 2
3 4

])
= tr

[
23 34
31 46

]
= 23 + 46 = 69 (1.1.36)

非可換な正方行列の積

[
1 2
3 4

][
5 6
7 8

]
=

[
19 22
43 50

] [
5 6
7 8

][
1 2
3 4

]
=

[
23 34
31 46

]
(1.1.37)

[
0 1
1 0

][
1 0
0 −1

]
=

[
0 −1
1 0

] [
1 0
0 −1

][
0 1
1 0

]
=

[
0 1
−1 0

]
(1.1.38)

==============================================

1.1.3 行列のエルミート共役
(m,n)行列Aのエルミート共役A†を

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 ⇔ A† =

a
∗
11 · · · a∗m1
...

. . .
...

a∗1n · · · a∗mn

 (1.1.39)

によって定義する8。ここで，a∗ijは aijの複素共役である9。(1.1.39)を成分で表す
と (A†)ij = a∗jiである。また，(A†)† = Aが成り立つ。A†は (n,m)行列であること
に注意せよ。特に，列ベクトル aのエルミート共役 a†は行ベクトルであり，

a =

a1...
an

 ⇔ a† = [ a∗1 · · · a∗n ] (1.1.40)

8行列のエルミート共役は転置共役あるいは随伴行列ともよばれます (余因子行列を随伴行列と
よぶこともあるようですが，まったくの別物ですので注意しましょう)。行列 Aのエルミート共役
を表す記号として A∗ もよく使われますが，本書では A† を用いることにします。

9複素数 zの複素共役を表す記号として z̄もよく使われますが，本書では z∗ を用いることにし
ます。
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となる。また，行ベクトルαのエルミート共役α†は列ベクトルであり，

α = [ α1 · · · αn ] ⇔ α† =

α
∗
1
...

α∗
n

 (1.1.41)

となる。(1.1.40)を用いると

A = [a1 · · · an ] ⇔ A† =

a
†
1
...

a†
n

 (1.1.42)

である。また，(1.1.41)を用いると

A =

α1

...

αm

 ⇔ A† = [α†
1 · · · α†

m ] (1.1.43)

である。行列の和とスカラー倍のエルミート共役について

(A+B)† = A† +B† (λA)† = λ∗A† (1.1.44)

である。行列の積のエルミート共役については，例えば

(ABC)† = C†B†A† (1.1.45)

のように，それぞれのエルミート共役の逆順の積となる。
[ (1.1.45)の証明 ] A，B，Cの型を (k, l)，(l,m)，(m,n)とすると，

(
(ABC)†

)
ij
= ((ABC)ji)

∗ =

(
l∑

i′=1

m∑
j′=1

aji′bi′j′cj′i

)∗

=
l∑

i′=1

m∑
j′=1

a∗ji′b
∗
i′j′c

∗
j′i

=
l∑

i′=1

m∑
j′=1

(A†)i′j(B
†)j′i′(C

†)ij′ =
l∑

i′=1

m∑
j′=1

(C†)ij′(B
†)j′i′(A

†)i′j = (C†B†A†)ij

(1.1.46)

であるから，(1.1.45)が成り立つ。 ■

n次正方行列Aについて

AA† = A†A (1.1.47)
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が成り立つとき，Aを正規行列という。Aが

A† = A (1.1.48)

を満たすとき，Aをエルミート行列という。Aが

A† = −A (1.1.49)

を満たすとき，Aを歪エルミート行列という。Aが

A† = A−1 (1.1.50)

を満たすとき，Aをユニタリ行列という。エルミート行列，歪エルミート行列，ユ
ニタリ行列は正規行列である。
==============================================

補足・計算例 3.

行列のエルミート共役 [
1 + 2i
7 + 8i

]†
=
[
1− 2i 7− 8i

]
[
3 + 4i
9 + 10i

]†
=
[
3− 4i 9− 10i

]
[

5 + 6i
11 + 12i

]†
=
[
5− 6i 11− 12i

]
(1.1.51)

[
1 + 2i 3 + 4i 5 + 6i

]†
=

1− 2i
3− 4i
5− 6i


[
7 + 8i 9 + 10i 11 + 12i

]†
=

 7− 8i
9− 10i
11− 12i

 (1.1.52)

[
1 + 2i 3 + 4i 5 + 6i
7 + 8i 9 + 10i 11 + 12i

]†
=

1− 2i 7− 8i
3− 4i 9− 10i
5− 6i 11− 12i



=



[
1 + 2i
7 + 8i

]†
[
3 + 4i
9 + 10i

]†
[

5 + 6i
11 + 12i

]†


=
[[
1 + 2i 3 + 4i 5 + 6i

]† [
7 + 8i 9 + 10i 11 + 12i

]†]
(1.1.53)
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([
0 −i
i 0

][
1 + 2i 3 + 4i 5 + 6i
7 + 8i 9 + 10i 11 + 12i

])†

=

[
8− 7i 10− 9i 12− 11i
−2 + i −4 + 3i −6 + 5i

]†
=

 8 + 7i −2− i
10 + 9i −4− 3i
12 + 11i −6− 5i


[
1 + 2i 3 + 4i 5 + 6i
7 + 8i 9 + 10i 11 + 12i

]†[
0 −i
i 0

]†
=

1− 2i 7− 8i
3− 4i 9− 10i
5− 6i 11− 12i

[0 −i
i 0

]

=

 8 + 7i −2− i
10 + 9i −4− 3i
12 + 11i −6− 5i



(1.1.54)

==============================================

1.2 行列の基本変形
1.2.1 線形独立と線形従属
n個のm次元列ベクトル a1, · · · ,anと n個の複素数 c1, · · · , cnによる

c1a1 + · · ·+ cnan (1.2.1)

の形を a1, · · · ,anの線形結合という。a1, · · · ,anの線形結合の全体を

span(a1, · · · ,an) (1.2.2)

と表し，a1, · · · ,anの線形包という10。また，a1, · · · ,anは span(a1, · · · ,an)を張
る，あるいは，span(a1, · · · ,an)はa1, · · · ,anによって張られるという。a1, · · · ,an
のすべてについて

ai /∈ span(a1,
no ai· · · · · ·,an) (1.2.3)

が成り立つとき，a1, · · · ,an は線形独立または一次独立であるという11。そうで
ないとき，a1, · · · ,an は線形従属または一次従属であるという。言い換えると，
a1, · · · ,anが線形独立であるとは，それらの線形結合について，

c1a1 + · · ·+ cnan = 0 ⇔ c1 = 0, · · · , cn = 0 (1.2.4)

10線形包を表す記号として [a1, · · · ,an ]や L(a1, · · · ,an)なども使われます。
11(1.2.3) の a1,

no ai· · · · · ·,an は a1, · · · ,an の並びの中に ai がないこと，つまり，
a1, · · · ,ai−1,ai+1, · · · ,an を表します。本書では，i 番目がないことを示すために，このよ
うな表し方を用いることにします。
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あるいは
c1a1 + · · ·+ cnan = c′1a1 + · · ·+ c′nan ⇔ c1 = c′1, · · · , cn = c′n (1.2.5)

であることをいい，a1, · · · ,anが線形従属であるとは，それらの線形結合について，
c1, · · · , cnの中に 0でないものがあっても c1a1 + · · ·+ cnan = 0が成り立つ

(1.2.6)

あるいは
ci 6= c′iのものがあっても c1a1 + · · ·+ cnan = c′1a1 + · · ·+ c′nanが成り立つ

(1.2.7)

ことをいう12。行ベクトルの線形独立と線形従属も同様に定義する。
==============================================

補足・計算例 4.

線形独立・線形従属の意味
a1, · · · ,an が線形独立の場合，これらのうちどの一つが欠落しても，span(a1,

no ai· · · · · ·,an) (i =

1, · · · , n) は span(a1, · · · ,an) よりも小さくなってしまう。つまり，a1, · · · ,an のすべてについ
て span(a1,

no ai· · · · · ·,an) ⊊ span(a1, · · · ,an)である。言い換えると，a1, · · · ,an が線形独立である
とは，span(a1, · · · ,an)を張るのに a1, · · · ,an のすべてが必要であることをいう。これに対し，
a1, · · · ,anが線形従属の場合，a1, · · · ,anの中に span(a1,

no ai· · · · · ·,an) = span(a1, · · · ,an)となる
ai が存在する。言い換えると，a1, · · · ,an が線形従属であるとは，span(a1, · · · ,an)を張るのに
a1, · · · ,an のすべては必要でないことをいう。
==============================================

1.2.2 行列の基本変形と簡約階段形
n個のm次元列ベクトル a1, · · · ,anが線形従属の場合はこのうちのいくつかを

他の列ベクトルの線形結合で表せる。そこで，a1, · · · ,anを並べて
A = [a1 · · · an ] (1.2.8)

とおき，Aに対して次の (1)-(3)の列基本変形13を行って可能な限り零列ベクトル
をつくりだすことにより，span(a1, · · · ,an)を張るのに必要な最小の列ベクトルの
組を見出すことができる。

12(1.2.5)は係数比較法の根拠となる性質です。
13列基本変形は右基本変形ともいいます。
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(1) 第 i列を λ( 6= 0)倍する。

[a1 · · · ai · · · an ]→ [a1 · · · λai · · · an ] (1.2.9)

(2) 第 i列に第 j列の λ倍を加える。

[a1 · · · ai · · · aj · · · an ]→ [a1 · · · ai + λaj · · · aj · · · an ] (1.2.10)

(3) 第 i列と第 j列を交換する。

[a1 · · · ai · · · aj · · · an ]→ [a1 · · · aj · · · ai · · · an ] (1.2.11)

行列A = [a1 · · · an ]に対して列基本変形を行った結果，

A′ =



1

∗
0 1

∗ ∗
0 0 · · · 1

∗ ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 1

∗ ∗ · · · ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

r 列
︸ ︷︷ ︸

n−r 列

(1.2.12)

が得られたとする。ここで，∗は適当な数が縦に並んでいることを表し，また，空
白のところはすべて 0であることを表す。このような形を列簡約階段形という。行
基本変形14や行簡約階段形についても同様に定義する15。列簡約階段形と行簡約階
段形を簡約階段形という。
==============================================

補足・計算例 5.

列簡約階段形の定義
行列の第 1列から第 r列は零列ベクトルでない列ベクトルが並び，第 r+1列から第 n列は零列ベク
トルが並ぶとする。さらに，第 j列 (j = 1, · · · , r)の成分を上から順にみていくとき，0でない最初
の成分は 1であり，それが現れるのは第 i(j)行であるとする。このとき，i(1) < i(2) < · · · < i(r)

14行基本変形は左基本変形ともいいます。
15任意の行列はいわゆる基本行列によって行簡約階段形，列簡約階段形へ変形することができま
す。簡単な説明を §2.5.2で述べますが，詳細については参考文献を参照してください。
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であり，第 i(j)行において (i(j), j)成分が 1，それ以外の成分はすべて 0であるような行列の形を
列簡約階段形という。
==============================================

(1.2.12)を

A′ = [a′
1 · · · a′

r︸ ︷︷ ︸
r 列

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n−r 列

]
(1.2.13)

と表すと，a′
1, · · · ,a′

r は明らかに線形独立である16。したがって，a′
1, · · · ,a′

r が
span(a1, · · · ,an)を張るのに必要な最小の列ベクトルの組であることがわかる。つ
まり，rは

span(a1, · · · ,an) = span(a′
1, · · · ,a′

r) (1.2.14)

を満たす最小の整数である。rを行列Aの階数といい，r = rankAと表す。a1, · · · ,an
は r = nならば線形独立であり，r < nならば線形従属である。また，rが nを超
えないことはいうまでもないが，列簡約階段形の形状からわかるように rはmを
超えることもない。つまり，

n個のm次元列ベクトルのうち線形独立なものの数 ≤ min(m,n) (1.2.15)

である。ここで，min(· · · )は数の組 · · · の最小値を表す記号である。特に，

n個の n次元列ベクトルのうち線形独立なものの数 ≤ n (1.2.16)

である。
==============================================

補足・計算例 6.

行列の基本変形
例えば，第 3 列を 1/2 倍することを ③ := 1/2 ×③，第 2 列に第 1 列の 2 倍を加えることを ②
+ = 2×①，第 1列と第 2列を交換することを①↔②などのように表すことにする。

16それぞれの a′
i の最も上にある 1の行をみると，これ以外はすべて 0となっていることから，

a′
1, · · · ,a′

r が線形独立であることは明らかです。
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例 1：列基本変形による列簡約階段形への変形

A =


1 −2 3 1
2 −3 6 0
0 −5 0 10
−3 6 −7 −3
0 3 4 −6

 ②+=2×①−−−−−−→


1 0 3 1
2 1 6 0
0 −5 0 10
−3 0 −7 −3
0 3 4 −6

 ③+=−3×①−−−−−−−→


1 0 0 1
2 1 0 0
0 −5 0 10
−3 0 2 −3
0 3 4 −6



④+=−1×①−−−−−−−→


1 0 0 0
2 1 0 −2
0 −5 0 10
−3 0 2 0
0 3 4 −6

 ④+=2×②−−−−−−→


1 0 0 0
2 1 0 0
0 −5 0 0
−3 0 2 0
0 3 4 0

 ③:=1/2×③−−−−−−−→


1 0 0 0
2 1 0 0
0 −5 0 0
−3 0 1 0
0 3 2 0



①+=3×③−−−−−−→


1 0 0 0
2 1 0 0
0 −5 0 0
0 0 1 0
6 3 2 0

 ①+=−2×②−−−−−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
10 −5 0 0
0 0 1 0
0 3 2 0

 ∴ rankA = 3

(1.2.17)

例 2：行基本変形による行簡約階段形への変形

A =


1 −2 3 1
2 −3 6 0
0 −5 0 10
−3 6 −7 −3
0 3 4 −6

 ②+=−2×①−−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 −5 0 10
−3 6 −7 −3
0 3 4 −6

 ④+=3×①−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 −5 0 10
0 0 2 0
0 3 4 −6



③+=5×②−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 0 0 0
0 0 2 0
0 3 4 −6

 ⑤+=−3×②−−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 4 0

 ③↔④−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 0 2 0
0 0 0 0
0 0 4 0



③:=1/2×③−−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 4 0

 ⑤+=−4×③−−−−−−−→


1 −2 3 1
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ①+=−3×③−−−−−−−→


1 −2 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0



①+=2×②−−−−−−→


1 0 0 −3
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ∴ rankA = 3

(1.2.18)

==============================================
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1.3 基底・双対基底・射影・完全性関係
1.3.1 列ベクトル空間と行ベクトル空間
第 i成分が 1でそれ以外の成分はすべて 0であるような n次元列ベクトルを ei

とする。つまり，

ei =



0
...

0

1

0
...

0


←第 i成分 (1.3.1)

である。このとき，e1, · · · , enは線形独立であり，

V = span(e1, · · · , en) (1.3.2)

を e1, · · · , enによって張られる列ベクトル空間という。また，e = {e1, · · · , en}を
V の標準基底という。任意の n次元列ベクトル aは，標準基底 eにより，

a = a1e1 + · · ·+ anen = [ e1 · · · en ]

a1...
an

 (1.3.3)

と表される。nを V の次元といい，n = dimV と表す。V の任意の 2つの列ベクト
ル a，bについて，a+ bも V の元である。また，任意の列ベクトル aのスカラー
倍 λaも V の元である。つまり，V は列ベクトルの和とスカラー倍について閉じて
いる。V の部分集合W が和とスカラー倍について閉じているとき，W は V の部
分空間であるという。n個の n次元列ベクトルの組 p1, · · · ,pnが線形独立のとき，

V = span(e1, · · · , en) = span(p1, · · · ,pn) (1.3.4)

が成り立つ。このとき，p = {p1, · · · ,pn}は V の基底であるという。
[ (1.3.4)の証明 ] span(e1, · · · , en) ⊇ span(p1, · · · ,pn)は明らかなので，span(e1, · · · , en) ⊆
span(p1, · · · ,pn)を示せばよい。(1.2.15)より線形独立な n次元列ベクトルの組を
構成する列ベクトルの数は nを超えないから，p1, · · · ,pnに ei (i = 1, · · · , n)を加
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えた n+ 1個の n次元列ベクトルの組 p1, · · · ,pn, eiは線形従属である。したがっ
て，eiは p1, · · · ,pnの線形結合で表される。つまり，

[ e1 · · · en ] = [p1 · · · pn ]Q (1.3.5)

を満たすn次正方行列Qが存在する。したがって，span(e1, · · · , en)の任意の列ベ
クトル c = c1e1 + · · ·+ cnenは

c = [ e1 · · · en ]

c1...
cn

 = [p1 · · · pn ]

c
′
1
...

c′n

 ここで，

c
′
1
...

c′n

 = Q

c1...
cn

 (1.3.6)

と表される。つまり，span(e1, · · · , en) ⊆ span(p1, · · · ,pn)である。よって，(1.3.4)
が成り立つ。 ■

第 i成分が 1でそれ以外の成分はすべて 0であるような n次元行ベクトルを εiと
する。つまり，

εi = [ 0 · · · 0 1 0 · · · 0 ]

↑第 i成分 (1.3.7)

である。このとき，ε1, · · · , εnは線形独立であり，

V ∗ = span(ε1, · · · , εn) (1.3.8)

をε1, · · · , εnによって張られる行ベクトル空間という。このとき，ε = {ε1, · · · , εn}
は V ∗の標準基底となる。標準基底 εを標準基底 eの標準双対基底という。任意の
n次元行ベクトルαは，標準双対基底 εにより，

α = α1ε1 + · · ·+ αnεn = [ α1 · · · αn ]

ε1...
εn

 (1.3.9)

と表される。V ∗の次元も，V と同じく，n = dimV ∗である。標準基底 eと標準双
対基底 εの間には

εiej = δij (1.3.10)

の関係が成り立つ。ここで，

δij =

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)
(1.3.11)
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はクロネッカーのデルタである。
==============================================

補足・計算例 7.

標準基底
e = {e1, e2, e3}

e1 =

10
0

 e2 =

01
0

 e3 =

00
1

 (1.3.12)

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = a1

10
0

+ a2

01
0

+ a3

00
1

 =

a1a2
a3

 (1.3.13)

標準双対基底
ε = {ε1, ε2, ε3}

ε1 = [ 1 0 0 ] ε2 = [ 0 1 0 ] ε3 = [ 0 0 1 ] (1.3.14)

α = α1ε1 + α2ε2 + α3ε3 = α1[ 1 0 0 ]+ α2[ 0 1 0 ]+ α3[ 0 0 1 ] = [ α1 α2 α3 ] (1.3.15)

標準基底と標準双対基底のペアリング

ε1e1 = [ 1 0 0 ]

10
0

 = 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 = 1 ε1e2 = [ 1 0 0 ]

01
0

 = 1 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 = 0

etc.

(1.3.16)

==============================================

1.3.2 単位行列
§1.1.2ですでに述べたように，対角成分がすべて 1でその他の成分がすべて 0の

n次正方行列

I =

1 O
. . .

O 1

 (1.3.17)
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を n次の単位行列という。次数を明示する場合は Inと表すことにする。単位行列
はもう一つの行列との積が定義できるとき，積をとってもその行列を変えないと
いう性質をもつ。Iは標準基底 e = {e1, · · · , en}を用いて，

I = [ e1 · · · en ] (1.3.18)

と書ける。また，標準双対基底 ε = {ε1, · · · , εn}を用いて，

I =

ε1...
εn

 (1.3.19)

と書ける。I = I2より，

I =

ε1...
εn

[ e1 · · · en ] =

ε1e1 · · · ε1en
...

. . .
...

εne1 · · · εnen

 (1.3.20)

および

I = [ e1 · · · en ]

ε1...
εn

 = e1ε1 + · · ·+ enεn (1.3.21)

を得る17。また，任意の (m,n)行列Aは

A = [a1 · · · an ] = a1ε1 + · · ·+ anεn

=

α1

...

αm

 = e1α1 + · · ·+ emαm

(1.3.22)

と表せる。
[ (1.3.22)の証明 ] (1.3.19)より，

A = AIn = [a1 · · · an ]

ε1...
εn

 = a1ε1 + · · ·+ anεn (1.3.23)

17(1.3.21)は §1.3.5で述べる完全性関係の特別な場合になっています。
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を得る。また，(1.3.18)より，

A = ImA = [ e1 · · · em ]

α1

...

αm

 = e1α1 + · · ·+ emαm (1.3.24)

を得る。 ■
==============================================

補足・計算例 8.

単位行列
e = {e1, e2, e3}

e1 =

10
0

 e2 =

01
0

 e3 =

00
1

 I = [ e1 e2 e3 ] =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1.3.25)

ε = {ε1, ε2, ε3}

ε1 = [ 1 0 0 ] ε2 = [ 0 1 0 ] ε3 = [ 0 0 1 ] I =

ε1ε2
ε3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1.3.26)

I = I2

I =

ε1ε2
ε3

[ e1 e2 e3 ] =
ε1e1 ε1e2 ε1e3
ε2e1 ε2e2 ε1e3
ε3e1 ε3e2 ε1e3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1.3.27)

I = [ e1 e2 e3 ]

ε1ε2
ε3

 = e1ε1 + e2ε2 + e3ε3 =

10
0

[ 1 0 0 ]+

01
0

[ 0 1 0 ]+

00
1

[ 0 0 1 ]

=

1 0 0
0 0 0
0 0 0

+

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1.3.28)

A = a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 = e1α1 + e2α2

e1 =

[
1
0

]
e2 =

[
0
1

]
ε1 = [ 1 0 0 ] ε2 = [ 0 1 0 ] ε3 = [ 0 0 1 ]

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
= [a1 a2 a3 ] =

[
1
4

]
[ 1 0 0 ]+

[
2
5

]
[ 0 1 0 ]+

[
3
6

]
[ 0 0 1 ]

=

[
α1

α2

]
=

[
1
0

]
[ 1 2 3 ]+

[
0
1

]
[ 4 5 6 ]

(1.3.29)

==============================================
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1.3.3 正則行列
§1.1.2ですでに述べたように，n次正方行列P に対しPQ = QP = Iを満たす n

次正方行列Qが存在するとき，P は正則あるいは正則行列であるという。Q = P−1

と表し，P−1を P の逆行列という。Q−1 = P であるから，(P−1)−1 = P である。
単位行列 I の逆行列は，I2 = I より，I−1 = I である。正則行列の積の逆行列は
それぞれの逆行列の逆順の積となる。例えば，正則行列A，B，Cの積ABCの逆
行列は (ABC)−1 = C−1B−1A−1である。正則行列 P のエルミート共役について
(P †)−1 = (P−1)†である。正則行列の重要な性質として，

(1) P = [p1 · · · pn ]は正則 ⇔ (2) p1, · · · ,pnは線形独立 (1.3.30)

が成り立つ。このとき，p = {p1, · · · ,pn}は V = span(e1, · · · , en)の基底となる。
[ (1.3.30)の証明 ]まず，(1)⇒ (2)を示す。p1, · · · ,pnの線形結合 c = c1p1+ · · ·+
cnpnが零ベクトルに等しい，つまり，

c = [p1 · · · pn ]

c1...
cn

 =

0...
0

 (1.3.31)

とすると，(1.3.31)の左から P の逆行列 P−1を掛けることにより，c1...
cn

 =

0...
0

 (1.3.32)

を得る。よって，(1) ⇒ (2)が成り立つ。次に，(2) ⇒ (1)を示す。p1, · · · ,pnが
線形独立のとき，V = span(e1, · · · , en) = span(p1, · · · ,pn)であるから，V から V

への写像 c 7→ Pc (c ∈ V )，つまり，

P : [ e1 · · · en ]

c1...
cn

 7→ [p1 · · · pn ]

c1...
cn

 (1.3.33)

は全射である。また，p1, · · · ,pnが線形独立のとき，

[p1 · · · pn ]

c1...
cn

 = [p1 · · · pn ]

c
′
1
...

c′n

 ⇒

c1...
cn

 =

c
′
1
...

c′n

 (1.3.34)
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である。(1.3.34)の対偶をとって [ e1 · · · en ]を補うと，

[ e1 · · · en ]

c1...
cn

 6= [ e1 · · · en ]

c
′
1
...

c′n

 ⇒ [p1 · · · pn ]

c1...
cn

 6= [p1 · · · pn ]

c
′
1
...

c′n


(1.3.35)

であるから，P は単射である。したがって，P は全単射であり，その逆写像，す
なわち，逆行列 P−1が存在する。よって，(2) ⇒ (1)が成り立つ。 ■
==============================================

補足・計算例 9.

正則行列
ad− bc 6= 0のとき

P =

[
a b
c d

]
⇒ P−1 =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
(1.3.36)

P =

[
1 2
2 3

]
⇒ P−1 =

[
−3 2
2 −1

]
(1.3.37)

==============================================

1.3.4 基底と双対基底
n次の正則行列 P を

P = [p1 · · · pn ] (1.3.38)

と表すと，p1, · · · ,pnは線形独立である。このとき，(1.3.4)，つまり，

V = span(e1, · · · , en) = span(p1, · · · ,pn) (1.3.39)

が成り立ち，p = {p1, · · · ,pn}は V の基底となる。任意の n次元列ベクトルaは，
基底 pにより，

a = a′1p1 + · · ·+ a′npn = [p1 · · · pn ]

a
′
1
...

a′n

 (1.3.40)

21



と表される。P の逆行列 P−1を

P−1 =

π1

...

πn

 (1.3.41)

と表すと，P−1も正則行列であるから，π1, · · · ,πnは線形独立である。このとき，

V ∗ = span(ε1, · · · , εn) = span(π1, · · · ,πn) (1.3.42)

である。π = {π1, · · · ,πn}は V ∗の基底となる。基底 πを基底 pの双対基底とい
う18。任意の n次元行ベクトルαは，双対基底 πにより，

α = α′
1π1 + · · ·+ α′

nπn = [ α′
1 · · · α′

n ]

π1

...

πn

 (1.3.43)

と表される。等式 I = P−1P は基底 pと双対基底 πを用いると

I =

π1

...

πn

[p1 · · · pn ] =

π1p1 · · · π1pn
...

. . .
...

πnp1 · · · πnpn

 (1.3.44)

と書ける。(1.3.44)の右辺の行列の (i, j)成分は

πipj = δij (1.3.45)

である。(1.3.45)は基底 pと双対基底 πに関する最も基本的な関係式である。
==============================================

補足・計算例 10.

基底と双対基底

P =

[
1 2
2 3

]
= [p1 p2 ] ⇒ p = {p1,p2} p1 =

[
1
2

]
p2 =

[
2
3

]
(1.3.46)

P−1 =

[
−3 2
2 −1

]
=

[
π1

π2

]
⇒ π = {π1,π2} π1 = [ −3 2 ] π1 = [ 2 − 1 ] (1.3.47)

18基底 pを与えると双対基底 π は一意的に決まります。逆に，双対基底 π を与えると基底 pは
一意的に決まります。つまり，基底 pと双対基底 π は独立には選べないことに注意する必要があ
ります。
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基底と双対基底のペアリング

π1p1 = [ −3 2 ]

[
1
2

]
= (−3) · 1 + 2 · 2 = 1 π1p2 = [ −3 2 ]

[
2
3

]
= (−3) · 2 + 2 · 3 = 0

π2p1 = [ 2 − 1 ]

[
1
2

]
= 2 · 1 + (−1) · 2 = 0 π2p2 = [ 2 − 1 ]

[
2
3

]
= 2 · 2 + (−1) · 3 = 1

(1.3.48)

==============================================

1.3.5 射影と完全性関係
πipj = δijを a = a′1p1 + · · ·+ a′npnに対して用いると，

πia = a′i (1.3.49)

を得る。したがって，
piπia = a′ipi (1.3.50)

である19。つまり，n次正方行列 piπiは a = a′1p1 + · · ·+ a′npnに対して左から作
用して第 i項 a′ipiを取り出す作用をもつ。piπiを pi軸への射影20という。射影は

(piπi)
2 = piπi (piπi)(pjπj) = O (i 6= j) (1.3.51)

の性質をもつ。πipj = δijをα = α′
1π1 + · · ·+ α′

nπnに対して用いると，
αpi = α′

i (1.3.52)

を得る。したがって，
αpiπi = α′

iπi (1.3.53)

である。つまり，射影 piπiはα = α′
1π1 + · · ·+α′

nπnに対して右から作用して第 i

項 α′
iπiを取り出す作用をもつ。等式 I = PP−1は基底 pと双対基底 πを用いると

I = [p1 · · · pn ]

π1

...

πn

 = p1π1 + · · ·+ pnπn (1.3.54)

19通常，スカラーはベクトルの前に書くことになっているため，(1.3.50)の右辺でも a′i を pi の
前に書いています。

20ここでの射影という用語は n次正方行列 piπi のことを指しています。射影という代わりに，
射影行列ということもあります。なお，内積が与えられている場合は正射影 (直交射影)に対する
用語として斜交射影とよばれることもありますが，ここでは内積が与えられていない場合を扱って
いますので斜交射影という用語は用いないことにします。
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と書ける。(1.3.54)を基底 pに関する完全性関係または単位の分解という21。特に，
基底 pとして標準基底 eを，また，双対基底πとして標準双対基底 εをとると，P =

P−1 = Iより，(1.3.21)が得られる。完全性関係を用いると，a = a′1p1+ · · ·+a′npn
は，πia = a′iより，

a = [p1 · · · pn ]

π1

...

πn

a = [p1 · · · pn ]

π1a
...

πna

 = [p1 · · · pn ]

a
′
1
...

a′n

 (1.3.55)

と書ける。また，α = α′
1π1 + · · ·+ α′

nπnは，αpi = α′
iより，

α = α[p1 · · · pn ]

π1

...

πn

 = [αp1 · · · αpn ]

π1

...

πn

 = [ α′
1 · · · α′

n ]

π1

...

πn


(1.3.56)

と書ける。
==============================================

補足・計算例 11.

完全性関係の意味
完全性関係は「任意の列ベクトルに対してすべての軸へ射影を行い，さらにそれら射影されたもの
すべての和をとると元の列ベクトルに戻る」という意味をもつ。完全性関係は線形代数および量子
力学において重要な役割を果たす関係式である。

射影と完全性関係 (標準基底・標準双対基底の場合)

e = {e1, e2} e1 =

[
1
0

]
e2 =

[
0
1

]
(1.3.57)

ε = {ε1, ε2} ε1 = [ 1 0 ] ε2 = [ 0 1 ] (1.3.58)

e1ε1 =

[
1
0

]
[ 1 0 ] =

[
1 0
0 0

]
e2ε2 =

[
0
1

]
[ 0 1 ] =

[
0 0
0 1

]
(1.3.59)

(e1ε1)
2 =

[
1 0
0 0

][
1 0
0 0

]
=

[
1 0
0 0

]
(e2ε2)

2 =

[
0 0
0 1

][
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 1

]
(1.3.60)

21完全性関係は量子力学で広く使われている用語であるのに対し，単位の分解は数学で広く使わ
れている用語です。本書では完全性関係を用いることにします。完全性関係については第 2章で
さらに詳しく扱います。
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(e1ε1)(e2ε2) =

[
1 0
0 0

][
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
(e2ε2)(e1ε1) =

[
0 0
0 1

][
1 0
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
(1.3.61)

e1ε1 + e2ε2 =

[
1 0
0 0

]
+

[
0 0
0 1

]
=

[
1 0
0 1

]
(1.3.62)

射影と完全性関係 (一般の基底・双対基底の場合)

P =

[
1 2
2 3

]
= [p1 p2 ] ⇒ p = {p1,p2} p1 =

[
1
2

]
p2 =

[
2
3

]
(1.3.63)

P−1 =

[
−3 2
2 −1

]
=

[
π1

π2

]
⇒ π = {π1,π2} π1 = [ −3 2 ] π1 = [ 2 − 1 ] (1.3.64)

p1π1 =

[
1
2

]
[ −3 2 ] =

[
−3 2
−6 4

]
p2π2 =

[
2
3

]
[ 2 − 1 ] =

[
4 −2
6 −3

]
(1.3.65)

(p1π1)
2 =

[
−3 2
−6 4

][
−3 2
−6 4

]
=

[
−3 2
−6 4

]
(p2π2)

2 =

[
4 −2
6 −3

][
4 −2
6 −3

]
=

[
4 −2
6 −3

]
(1.3.66)

(p1π1)(p2π2) =

[
−3 2
−6 4

][
4 −2
6 −3

]
=

[
0 0
0 0

]
(p2π2)(p1π1) =

[
4 −2
6 −3

][
−3 2
−6 4

]
=

[
0 0
0 0

]
(1.3.67)

p1π1 + p2π2 =

[
−3 2
−6 4

]
+

[
4 −2
6 −3

]
=

[
1 0
0 1

]
(1.3.68)

列ベクトル，行ベクトルの基底，双対基底による表し方

a =

[
1
1

]
= a′1p1 + a′2p2 a′1 = π1a = [ −3 2 ]

[
1
1

]
= −1 a′2 = π2a = [ 2 − 1 ]

[
1
1

]
= 1

a = −p1 + p2 p1π1a = −p1 p2π2a = p2

(1.3.69)

α = [ 1 1 ] = α′
1π1 + α′

2π2 α′
1 = αp1 = [ 1 1 ]

[
1
2

]
= 3 α′

2 = αp2 = [ 1 1 ]

[
2
3

]
= 5

α = 3π1 + 5π2 αp1π1 = 3π1 αp2π2 = 5π2

(1.3.70)

==============================================
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1.4 連立一次方程式
1.4.1 写像としての行列
Aを (m,n)行列，xを n次元列ベクトルとすると，Axはm次元列ベクトルで

ある。したがって，Aは n次元列ベクトル空間 V からm次元列ベクトル空間W

への写像と考えることができる。つまり，

A : V → W A : x 7→ Ax (x ∈ V, Ax ∈ W ) (1.4.1)

である。このとき，

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 A(λx) = λAx (1.4.2)

が成り立つ。(1.4.2)の性質をもつ写像を線形写像という22。A = [a1 · · · an ]，x =

x1e1 + · · ·+ xnenとすると，

A : [ e1 · · · en ]

x1...
xn

 7→ [a1 · · · an ]

x1...
xn

 (1.4.3)

である。したがって，Axの全体は span(a1 · · · an)であり，Aの階数を r = rankA

とすると，span(a1 · · · an)はW の r次元部分空間をなす。これをAの像といい，
imAあるいは A(V )と表す23。dim imA = rankAであることに注意せよ。また，
Ax = 0となる xの全体は V の n − r次元部分空間をなす。これを Aの核とい
い，kerAと表す24。dimV = n，dim imA = r，dimkerA = n− rより，dimV =

dim imA+ dimkerAが成り立つ。これを次元定理という。

1.4.2 連立一次方程式
Aを (m,n)行列，xを n次元列ベクトル，bをm次元列ベクトルとする。A, b

が与えられたとき，

Ax = b (1.4.4)

22線形写像については第 2章の §2.5で詳しく述べます。
23imA，A(V )の代わりに ImA，R(A)などのように記されることもあります。
24kerAの代わりに KerA，N(A)などのようにと記されることもあります。
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を満たすxを求めることを考える。これを連立一次方程式Ax = bを解くといい，
これを満たす xのことを Ax = bの解という。b 6= 0のとき Ax = bを非同次方
程式といい，Ax = 0をそれに付随する同次方程式という。n次元列ベクトル空間
を V，m次元列ベクトル空間をW とすると，Aは V からW への線形写像である。
Ax = bの解 xが存在するためには，b ∈ imAでなければならない。核の定義に
より，Ax = 0の解 x∗の全体は kerAである。kerAの基底をAx = 0の基本解と
いう。非同次方程式Ax = bの一般解は付随する同次方程式Ax = 0の一般解 x∗

と非同次方程式の特殊解 x0の和

x = x∗ + x0 (1.4.5)

で与えられる25。

1.4.3 ガウスの消去法
実際に連立一次方程式Ax = bを解くには以下に述べるガウスの消去法26を用い

る。まず，Ax = bを 
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(1.4.6)

と書く。Aと bからなる (m,n+ 1)行列 [A | b ]を導入し，これを拡大係数行列と
よぶ。[A | b ]に行基本変形

(1) 第 i行を λ( 6= 0)倍する。

(2) 第 i行に第 j行の λ倍を加える。

(3) 第 i行と第 j行を交換する。

25このことは線形微分方程式の一般解と密接に関係しています。
26ガウスの消去法は掃き出し法ともいわれます。
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を用いることにより，

[A′ | b′ ] =



1 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 ∗ b′1
1 ∗ 0 ∗ 0 ∗ b′2

...
...

...
...

...

1 ∗ 0 ∗ b′r−1

1 ∗ b′r


(1.4.7)

の形に変形する。ここで，∗は適当な数が横に並んでいることを表し，また，空白の
ところはすべて 0であることを表す。これにより，第 i行 (1 ≤ i ≤ r)の左端の 1を
係数とするxの成分を b′iから同じ行の ∗を係数とするxの成分の和を引く形で表せ
る。∗を係数とするxの成分は解xを表すためのパラメータとしての役割を担う。
このとき，行の左端の 1を係数とするxの成分の数は r = rankA = dim imAであ
る。一方，∗を係数とするxの成分の数は n− r = dimkerAである。なお,(1.4.7)

の行列における右端の列ベクトル b′の第 r + 1行目以下に 0でない数が残る場合
は，Ax = bの解 xは存在しない。この場合は b /∈ imAである。
==============================================

補足・計算例 12.

ガウスの消去法による連立一次方程式の解法
3x1 − 6x2 + 3x3 + 9x4 = 3

−2x1 + 4x2 − x3 − 8x4 = 1

4x1 − 8x2 + 9x3 + 2x4 = 19

(1.4.8)

[A | b ] =

 3 −6 3 9 3
−2 4 −1 −8 1
4 −8 9 2 19

 ①:=1/3×①−−−−−−−→

 1 −2 1 3 1
−2 4 −1 −8 1
4 −8 9 2 19


②+=2×①−−−−−−→

1 −2 1 3 1
0 0 1 −2 3
4 −8 9 2 19

 ③+=−4×①−−−−−−−→

1 −2 1 3 1
0 0 1 −2 3
0 0 5 −10 15


③+=−5×②−−−−−−−→

1 −2 1 3 1
0 0 1 −2 3
0 0 0 0 0

 ①+=−1×②−−−−−−−→

1 −2 0 5 −2
0 0 1 −2 3
0 0 0 0 0


(1.4.9)
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{
x1 − 2x2 + 5x4 = −2
x3 − 2x4 = 3

⇒ x =


x1
x2
x3
x4

 =


2s− 5t− 2

s
2t+ 3
t



x = x∗ + x0 x∗ = s


2
1
0
0

+ t


−5
0
2
1

 x0 =


−2
0
3
0


rankA = dim imA = 2 dimkerA = 2

(1.4.10)

==============================================

1.4.4 逆行列の計算法
連立一次方程式Ax = yのAが n次の正則行列であり，xと yがともに n次元

列ベクトルである場合を考える。Aの逆行列 A−1を Ax = yの両辺に掛けると，
x = A−1yとなる。したがって，ガウスの消去法を用いて，

a11x1 + · · · a1nxn = 1 · y1 + · · ·+ 0 · yn
...

an1x1 + · · · annxn = 0 · y1 + · · ·+ 1 · yn

(1.4.11)

を 
1 · x1 + · · ·+ 0 · xn = b11y1 + · · ·+ b1nyn

...

0 · x1 + · · ·+ 1 · xn = bn1y1 + · · ·+ bnnyn

(1.4.12)

の形に変形できれば，右辺に現れる Bが A−1である。つまり，係数 [A | I ]に着
目してこれに行基本変形を用いることにより [A | I ]→ [ I |B ]の形に変形すると，
その結果として得られるBがA−1である。またこのことから，Aが正則であるた
めの必要十分条件は rankA = nであり，(1.3.30)と同じ表し方をすれば，

(1) A = [a1 · · · an ]は正則 ⇔ (2) a1, · · · ,anは線形独立 (1.4.13)

である。
==============================================

補足・計算例 13.
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ガウスの消去法による逆行列の計算

例 1

A =

1 1 1
2 3 1
3 4 1

 (1.4.14)

[A | I ] =

1 1 1 1 0 0
2 3 1 0 1 0
3 4 1 0 0 1

 ②+=−2×①−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
3 4 1 0 0 1


③+=−3×①−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 1 −2 −3 0 1

 ③+=−1×②−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 −1 −1 −1 1


③:=−1×③−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 1 1 1 −1

 ②+=1×③−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 1 1 −1


①+=−1×③−−−−−−−→

1 1 0 0 −1 1
0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 1 1 −1

 ①+=−1×②−−−−−−−→

1 0 0 1 −3 2
0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 1 1 −1



(1.4.15)

A−1 =

 1 −3 2
−1 2 −1
1 1 −1

 (1.4.16)

例 2

A =

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 (1.4.17)

[A | I ] =

1 0 −2 1 0 0
0 2 0 0 1 0
0 0 4 0 0 1

 ②:=1/2×②−−−−−−−→

1 0 −2 1 0 0
0 1 0 0 1/2 0
0 0 4 0 0 1


③:=1/4×③−−−−−−−→

1 0 −2 1 0 0
0 1 0 0 1/2 0
0 0 1 0 0 1/4

 ①+=2×③−−−−−−→

1 0 0 1 0 1/2
0 1 0 0 1/2 0
0 0 1 0 0 1/4

 (1.4.18)

A−1 =

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

 (1.4.19)

例 3

A =

 1 0 0
2 1 0
−12 −6 1

 (1.4.20)
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[A | I ] =

 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0
−12 −6 1 0 0 1

 ②+=−2×①−−−−−−−→

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
−12 −6 1 0 0 1


③+=12×①−−−−−−−→

1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
0 −6 1 12 0 1

 ③+=6×②−−−−−−→

1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
0 0 1 0 6 1

 (1.4.21)

A−1 =

 1 0 0
−2 1 0
0 6 1

 (1.4.22)

例 4

A =

 1 0 0
0 1 0
−12 −6 1

 (1.4.23)

[A | I ] =

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
−12 −6 1 0 0 1

 ③+=12×①−−−−−−−→

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 −6 1 12 0 1


③+=6×②−−−−−−→

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 12 6 1

 (1.4.24)

A−1 =

 1 0 0
0 1 0
12 6 1

 (1.4.25)

==============================================

1.5 行列式
1.5.1 置換
n個の数字 1, · · · , nを σ(1), · · · , σ(n)に並べ替える演算 σを n次の置換という。

置換 σを

σ =

(
1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

)
(1.5.1)

と表す。ただし，(1.5.1)の右辺において，上下の対応のみが意味をもち，この対
応を崩さない限り n組の上下の対を任意の順番に並べても同じ置換 σを表すもの
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とする。n次の置換 σは全部で n!個ある。特に，

1 =

(
1 · · · n

1 · · · n

)
(1.5.2)

を恒等置換という。2つの置換 σと τ の積 στ を
(στ)(i) = σ(τ(i)) (1.5.3)

によって定義する27。つまり，

σ =

(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)
, τ =

(
1 · · · n

i1 · · · in

)
のとき

στ =

(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)(
1 · · · n

i1 · · · in

)
=

(
1 · · · n

j1 · · · jn

) (1.5.4)

であるとする。στ はまた一つの置換となる。一般に στ と τσは等しいとは限ら
ないことに注意せよ。恒等置換 1は任意の置換 σに対し σ1 = 1σ = σを満たす。
また，

σσ−1 = σ−1σ = 1 (1.5.5)

であるような σ−1を σの逆置換といい，

σ−1 =

(
σ(1) · · · σ(n)

1 · · · n

)
(1.5.6)

である。1, · · · , nを σ(1), · · · , σ(n)に並べ替えるのに偶数回の入れ替えが必要とな
る置換を偶置換といい，奇数回の入れ替えが必要となる置換を奇置換という。σが
偶置換であれば σ−1も偶置換であり，σが奇置換であれば σ−1も奇置換である。σ
の符号 sgn(σ)を

sgn(σ) =

{
+1 (σ：偶置換)

−1 (σ：奇置換)
(1.5.7)

によって定義する。符号について
sgn(στ) = sgn(σ) · sgn(τ) sgn(σ−1) = sgn(σ) (1.5.8)

が成り立つ。
==============================================

補足・計算例 14.

27置換の積の定義にはここで採用したものとは逆の順番で定義される流儀もあるので注意が必要
です。
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置換
・{1, 2, 3}の置換 (置換の総数は 3!個)(

1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
1 3 2

) (
1 2 3
2 1 3

) (
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
3 2 1

)
(1.5.9)

・上下の対応が同じ置換は同一の置換(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 3 2
2 1 3

)
=

(
2 1 3
3 2 1

)
=

(
2 3 1
3 1 2

)
=

(
3 1 2
1 2 3

)
=

(
3 2 1
1 3 2

)
(1.5.10)

・置換の積 (στ 6= τσの例)

σ =

(
1 2 3
1 3 2

)
, τ =

(
1 2 3
2 3 1

)
のとき

στ =

(
1 2 3
1 3 2

)(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
2 3 1
3 2 1

)(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
τσ =

(
1 2 3
2 3 1

)(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 3 2
2 1 3

)(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

) (1.5.11)

・逆置換(
1 2 3
2 3 1

)−1

=

(
2 3 1
1 2 3

)
=

(
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
3 1 2

)−1

=

(
3 1 2
1 2 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
(1.5.12)

・置換の符号

sgn

(
1 2 3
2 3 1

)
= +1 sgn

(
1 2 3
1 3 2

)
= −1 etc. (1.5.13)

==============================================

1.5.2 行列式
n次正方行列A = [a1 · · · an ]の行列式 detAを

detA =
∑
σ

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n (1.5.14)

によって定義する。(1.5.14)は，σを σ−1で置き換えると，

detA =
∑
σ

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n) (1.5.15)

と書くこともできるから，detAの列について成り立つ性質は行についても成り立
つ。行列式について
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(1) det[a1 · · · ai · · · aj · · · an ] = − det[a1 · · · aj · · · ai · · · an ]

(2) det[a1 · · · λai+λ′a′
i · · · an ] = λ det[a1 · · · ai · · · an ]+λ′ det[a1 · · · a′

i · · · an ]

(3) det[ e1 · · · en ] = 1

の 3つの性質が基本的である。(1)を交代性，(2)を多重線形性という。(1)より，

det[aσ(1) · · · aσ(n) ] = sgn(σ) det[a1 · · · an ] (1.5.16)

が成り立つ。また，ai = aj (i 6= j)のとき，

det[a1 · · · ai · · · aj · · · an ] = 0 (1.5.17)

である。したがって，detAの第 i列に第 j列の λ倍を加えても detAの値は変わ
らない。つまり，

det[a1 · · · ai · · · aj · · · an ] = det[a1 · · · ai + λaj · · · aj · · · an ] (1.5.18)

である。(1.5.18)は行列式の計算においても有用な性質である28。積ABの行列式
について，

detAB = detA detB (1.5.19)

が成り立つ。
[ (1.5.19)の証明 ] ABは

AB = [a1 · · · an ]

b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

 =

[
n∑

k1=1

bk11ak1 · · ·
n∑

kn=1

bknnakn

]
(1.5.20)

28行列の基本変形の場合と違って，行や列のスカラー倍や交換を行うと，行列式の値が変わって
しまうので注意が必要です。
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と書けるから，

detAB = det

[
n∑

k1=1

bk11ak1 · · ·
n∑

kn=1

bknnakn

]

=
n∑

k1=1

· · ·
n∑

kn=1

bk11 · · · bknn det[ak1 · · · akn ]

=
∑
σ

bσ(1)1 · · · bσ(n)n det[aσ(1) · · · aσ(n) ]

=
∑
σ

bσ(1)1 · · · bσ(n)n sgn(σ) det[a1 · · · an ]

= det[a1 · · · an ]
∑
σ

sgn(σ)bσ(1)1 · · · bσ(n)n

= detA detB

(1.5.21)

を得る。 ■

特に，Aが正則のときAA−1 = Iより detAA−1 = detA detA−1 = 1であるから，

detA−1 =
1

detA
(1.5.22)

となる。また，正方行列の積の行列式について，detABC = detACB = · · · =
detCBAのように積の順序を入れ替えても行列式の値は変わらない。2次または
3次の行列式の計算法としてよく使われるサラスの方法を図 1.1に示す。サラスの
方法は 4次以上の行列式の計算には使えないことに注意せよ。

図 1.1: サラスの方法

A = [a1 · · · an ]の正則性と detAについて

Aは正則である ⇔ detA 6= 0 (1.5.23)
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が成り立つ29。したがって，

Aは正則でない ⇔ detA = 0 (1.5.24)

である。
[ (1.5.23)の証明 ] Aが正則ならば，detA detA−1 = 1より，detA 6= 0である。逆
を示すには，その対偶である「Aが正則でないならば detA = 0」が成り立つことを
示せばよい。(1.3.30)より，Aが正則でないならば a1, · · · ,anは線形従属だから，
このうち 1つのベクトル，例えば aiを他の n− 1個のベクトルの線形結合で表せ
る。したがって，(1.5.18)によると，detAの第 i列の aiを 0に置き換えることが
できる。つまり，

det[a1 · · · ai · · · an ] = det[a1 · · · 0 · · · an ] (1.5.25)

とすることができる。よって，Aが正則でないならば detA = 0である。 ■

1.5.3 余因子展開
行列式 detAにおいて，第 i行と第 j列を除いてつくる行列式を A(ij)とすると

き，Ãij = (−1)i+jA(ij)を detAの (i, j)成分の余因子という。つまり，Ãijを

Ãij = det[a1 · · · ei︸︷︷︸
第 j 列

· · · an ] = det


α1

...

εj
...

an

←第 i行 (1.5.26)

によって定義する。Ãijを用いることにより，detAは

detA =
n∑
j=1

aijÃij detA =
n∑
i=1

aijÃij (1.5.27)

と表される。(1.5.27)の第 1式，第 2式を，detAの第 i行，第 j列による余因子展
開という。また，Ãjiを (i, j)成分とする n次正方行列を余因子行列という30。

29通常は余因子行列による逆行列の公式を証明することにより (1.5.23)が成り立つことも示しま
す。詳細については参考文献を参照してください。

30正則行列 Aの逆行列 A−1は Aの余因子行列を detAで割ったものであることが知られていま
す。詳細については参考文献を参照してください。
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[ (1.5.27)の証明 ] 第 j列による余因子展開は，

detA = det[a1 · · · aj · · · an ] = det[a1 · · ·
n∑
i=1

aijei · · · an ]

=
n∑
i=1

aij det[a1 · · · ei · · · an ] =
n∑
i=1

aijÃij

(1.5.28)

である。第 i行による余因子展開も同様に示せる。 ■
==============================================

補足・計算例 15.

行列式

例 1：サラスの方法

det

[
1 2
3 4

]
= 1 · 4− 2 · 3 = −2 (1.5.29)

det

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 = 1 · 5 · 9 + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8− 3 · 5 · 7− 2 · 4 · 9− 1 · 6 · 8 = 0 (1.5.30)

例 2：(1.5.18)と余因子展開の連携

det

[
1 2
3 4

]
列：②+=−2×①−−−−−−−−−−→= det

[
1 0
3 −2

]
= 1 · (−2) = −2 (1.5.31)

det

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 列：②+=−2×①−−−−−−−−−−→
列：③+=−3×①

= det

1 0 0
4 −3 −6
7 −6 −12

 = 1 · det
[
−3 −6
−6 −12

]
列：②+=−2×①−−−−−−−−−−→= det

[
−3 0
−6 0

]
= 0

(1.5.32)

det


7 3 −5 4
3 1 −2 0
5 4 −5 2
8 2 2 3

 列：①+=−3×②−−−−−−−−−−→
列：③+=2×②

= det


−2 3 1 4
0 1 0 0
−7 4 3 2
2 2 6 3

 列：①↔②−−−−−−→
行：①↔②

= (−1)2 · det


1 0 0 0
3 −2 1 4
4 −7 3 2
2 2 6 3


= 1 · det

−2 1 4
−7 3 2
2 6 3

 列：①+=2×②−−−−−−−−−−→
列：③+=−4×②

= det

 0 1 0
−1 3 −10
14 6 −21

 列：①↔②−−−−−−→= (−1) · det

1 0 0
3 −1 −10
6 14 −21


= (−1) ·

[
−1 −10
14 −21

]
列：②+=−10×①−−−−−−−−−−−→= (−1) ·

[
−1 0
14 −161

]
= −161

(1.5.33)

==============================================
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第 2章 線形空間

本章では，まず，線形空間と基底，および，双対空間と双対基底について述べる。
次に，線形空間の特別な写像である線形変換について述べる。さらに，線形代数
の応用において重要となる固有値問題について説明する。なお，この章では内積
に関する内容は一切扱わず，それらについてはすべて第 3章で取り上げることに
する。

2.1 線形空間と双対空間
2.1.1 線形空間
集合 V の元 |a〉，|b〉について和と複素数 λによるスカラー倍が定義されていて，

|a〉+ |b〉 ∈ V λ |a〉 ∈ V (2.1.1)

が成り立つとき，V は線形空間またはベクトル空間であるという。また，|a〉，|b〉
をベクトルという。任意の |a〉に対し，

0+ |a〉 = |a〉 (2.1.2)

を満たすベクトル 0を零ベクトルという。V の部分集合W が線形空間であると
き，W を V の部分空間という。{0}および V 自身は V の部分空間である。
k個のベクトル |a1〉 , · · · , |ak〉と k個の複素数 c1, · · · , ckによる

c1 |a1〉+ · · ·+ ck |ak〉 (2.1.3)

の形を |a1〉 , · · · , |ak〉の線形結合という。 |a1〉 , · · · , |ak〉の線形結合の全体を
span( |a1〉 , · · · , |ak〉) (2.1.4)

と表し，|a1〉 , · · · , |ak〉の線形包という。より一般に，Sを V の部分集合とすると
き，Sに属するベクトルの線形結合全体を span(S)と表し，Sの線形包という1。S

1線形包を表す記号として [S ]や L(S)なども使われます。
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は span(S)を張る，あるいは，span(S)は Sによって張られるという。span(S)は
V の部分空間である。V の 2つの部分空間をW1とW2とするとき，これらの共通
部分W1 ∩W2は V の部分空間となる。これをW1とW2の交空間という。一方，
W1とW2の和集合W1 ∪W2は部分空間となるとは限らないが，span(W1 ∪W2)は
V の部分空間となる。span(W1 ∪W2)をW1 +W2と表し，W1とW2の和空間と
いう。
k個のベクトル |a1〉 , · · · , |ak〉のすべてについて

|ai〉 /∈ span( |a1〉 ,
no |ai⟩· · · · · ·, |ak〉) (2.1.5)

が成り立つとき，|a1〉 , · · · , |ak〉は線形独立または一次独立であるという。そうで
ないとき，|a1〉 , · · · , |ak〉は線形従属または一次従属であるという。言い換えると，
|a1〉 , · · · , |ak〉が線形独立であるとは，それらの線形結合について，

c1 |a1〉+ · · ·+ ck |ak〉 = 0 ⇔ c1 = 0, · · · , ck = 0 (2.1.6)

が成り立つことをいう。
線形独立な n個のベクトル |e1〉 , · · · , |en〉が V を張るとき，つまり，

V = span( |e1〉 , · · · , |en〉) (2.1.7)

であるとき，e = { |e1〉 , · · · , |en〉}を V の基底という。任意のベクトル |a〉は基底
eによって

|a〉 = a1 |e1〉+ · · ·+ an |en〉 (2.1.8)

と一意的に表される。また，nを V の次元といい，n = dimV と表す。W1，W2を
V の部分空間とするとき，

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2) (2.1.9)

が成り立つ2。
==============================================

補足・計算例 16.

線形空間・部分空間・和空間の例
例 1：xy平面上の点の全体は通常の和とスカラー倍について (実)2次元の線形空間となる。零ベクト
ルは原点 (0, 0)である。基底としては，例えば，点 (1, 0)を ex，点 (0, 1)を eyと表すと，e = {ex, ey}

2部分空間と次元に関連する基本的性質については参考文献 [3]の第 4章 §4と参考文献 [8]の第
2章 §2.2を参照してください。
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をとることができる。x軸はその 1次元の部分空間であり，x軸 = span(ex)である。同様に y軸も
1次元の部分空間であり，y軸 = span(ey)である。これらの和空間 x軸+ y軸 = span(x軸∪ y軸
)は xy平面に一致する。ただし，x軸 ∪ y軸は部分空間ではないことに注意せよ (例えば，ex と
ey はともに x軸 ∪ y軸に属するが ex + ey は x軸 ∪ y軸に属さない)。

例 2：高々 2次 (2次以下)の多項式 a0 + a1x + a2x
2 の全体は通常の和とスカラー倍について 3

次元の線形空間となる。零ベクトルは 0 である (a0 = a1 = a2 = 0)。基底としては，例えば，
e = {1, x, x2}をとることができる。したがって，この線形空間は span(1, x, x2)と表せる。高々
1 次 (1 次以下) の多項式 a0 + a1x の全体は 2 次元の部分空間であり，span(1, x) と表せる。ま
た，a1x + a2x

2 の形の多項式全体も 2 次元の部分空間であり，span(x, x2) と表せる。これらの
和空間 span(1, x) + span(x, x2) = span(span(1, x) ∪ span(x, x2)) は span(1, x, x2) に一致する。
ただし，span(1, x) ∪ span(x, x2)は部分空間ではないことに注意せよ (例えば，1と x2 はともに
span(1, x) ∪ span(x, x2)に属するが 1 + x2 は span(1, x) ∪ span(x, x2)に属さない)。

例 3：2次正方行列の全体は通常の和とスカラー倍について 4次元の線形空間となる。零ベクトルは[
0 0
0 0

]
である。基底としては，例えば，A1 =

[
1 0
0 0

]
, A2 =

[
0 1
0 0

]
, A3 =

[
0 0
1 0

]
, A4 =

[
0 0
0 1

]
とお

くと，e = {A1, A2, A3, A4}をとることができる。したがって，この線形空間は span(A1, A2, A3, A4)

と表せる。(1, 1)成分以外すべて 0の 2次正方行列の全体は 1次元の部分空間であり，span(A1)と
表せる。(2, 2)成分以外すべて 0の 2次正方行列の全体は 1次元の部分空間であり，span(A4)と表
せる。これらの和空間 span(A1)+span(A4) = span(span(A1)∪span(A4))は span(A1, A2, A3, A4)

の 2次元の部分空間となる。ただし，span(A1)∪ span(A4)は部分空間ではないことに注意せよ (例
えば，A1とA4はともに span(A1)∪span(A4)に属するがA1+A4 =

[
1 0
0 1

]
は span(A1)∪span(A4

に属さない)。

線形空間ではない集合の例
例 4：xy平面上の原点を中心とする単位円の周上および内部の点の集合は線形空間ではない。例え
ば，点 (1, 0)と点 (0, 1)の和 (1, 1)はこの集合に属さない。あるいは，点 (1, 0)を 3倍した点 (3, 0)

はこの集合に属さない。

例 5：2次多項式 a0 + a1x + a2x
2 (a2 6= 0)全体の集合は線形空間ではない。例えば，1 + x + x2

と 1 + x− x2の和 2 + 2xはこの集合に属さない。あるいは，1 + x+ x2を 0倍した 0はこの集合
に属さない。

例 6：正則な 2次正方行列全体の集合は線形空間ではない。例えば，
[
1 0
0 1

]
と
[
1 0
0 −1

]
はともに

正則であるが，これらの和
[
2 0
0 0

]
は正則でないからこの集合に属さない。あるいは，

[
1 0
0 1

]
を 0
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倍した
[
0 0
0 0

]
は正則でないからこの集合に属さない。

==============================================

2.1.2 双対空間
線形空間 V の基底を e = { |e1〉 , · · · , |en〉}とするとき，

|a〉 = a1 |e1〉+ · · ·+ an |en〉 7→ 〈εi|a〉 = ai (i = 1, · · · , n) (2.1.10)

によって定義される ε = { 〈ε1| , · · · , 〈εn|}を基底 eの双対基底という3。つまり，
〈εi|は |a〉を基底 eによって表したときに |ei〉の項の係数 aiを取り出す演算であ
る。特に，

〈εi|ej〉 = δij (2.1.11)

である。本書では | e ]および [ ε |を

| e ] = [ |e1〉 · · · |en〉 ] [ ε | =

 〈ε1|...
〈εn|

 (2.1.12)

によって定義し，補章A.1の行列記法と補章A.2の略記法を合わせて使うことに
する4。例えば，(2.1.11)は

I = [ ε | e ] (2.1.13)

と表せる。(2.1.13)を詳しく書けば，

I = [ ε | e ] =

 〈ε1|...
〈εn|

[ |e1〉 · · · |en〉 ] =
 〈ε1|e1〉 · · · 〈ε1|en〉...

. . .
...

〈εn|e1〉 · · · 〈εn|en〉

 =

1 O
. . .

O 1


(2.1.14)

である。 〈ε1| , · · · , 〈εn|の線形結合

〈α| = α1 〈ε1|+ · · ·+ αn 〈εn| (2.1.15)

3論理的には V から Cへの線形写像である線形形式を先に定義してから双対基底を導入すべき
ですが，わかりやすさを優先して本書ではこのように扱うことにします。

4行列記法は他の文献でもよく使われる書き方ですが，略記法は本書のみで用いるものであり，
広く使われる書き方ではないことに注意してください。
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を線形形式または一次形式という5。線形形式の全体は n次元線形空間をなす。こ
れを V の双対空間といい，V ∗と表す。線形形式 〈α|とベクトル |a〉から 1つの複
素数 〈α|a〉を定める演算

〈α|a〉 = α1a1 + · · ·+ αnan (2.1.16)

を 〈α|と |a〉のペアリングという6。
==============================================

補足・計算例 17.

双対空間
高々 2次の多項式 a(x) = a0+a1x+a2x

2全体のなす線形空間を V とする。V の基底 e = {1, x, x2}
に対し，

ε0(a(x)) = a0 ε1(a(x)) = a1 ε2(a(x)) = a2 (2.1.17)

によって定義される ε = {ε0( · ), ε1( · ), ε2( · )}は eの双対基底である7。線形形式
α( · ) = α0ε0( · ) + α1ε1( · ) + α2ε2( · ) (2.1.18)

の全体は V の双対空間 V ∗ となる。α( · )と a(x)のペアリングは
α(a(x)) = α0ε0(a(x)) + α1ε1(a(x)) + α2ε2(a(x)) = α0a0 + α1a1 + α2a2 (2.1.19)

である。
==============================================

2.2 線形変換・射影・完全性関係
2.2.1 線形変換
V を線形空間とする。V から V 自身への写像 X̂が

X̂( |a〉+ |b〉) = X̂ |a〉+ X̂ |b〉 X̂(λ |a〉) = λX̂( |a〉) (2.2.1)

5(2.1.16)で a1, · · · , anを x1, · · · , xnに書き換えてみると，〈α|x〉 = α1x1+ · · ·+αnxnと書けま
す。これが 〈α|が線形形式または一次形式とよばれる理由です。例えば n = 2のとき，変数を x，y
とすると，一次形式とは ax+byの形の 1次同次多項式のことです。2次同次多項式 ax2+bxy+cy2

を二次形式とよぶことを知っていれば，なぜ 〈α|が線形形式または一次形式とよばれるかは納得が
いくかと思います。

6数学ではペアリング 〈α|a〉を α(a)あるいは 〈α, a〉と表します。
7双対基底をこのような形で定義されると，かなり漠然とした感じがするかもしれません。しか

し，§2.3.3で述べるように，双対基底を行ベクトルとして表現するとはっきりとイメージできるよ
うになります。
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を満たすとき，X̂を線形変換という8。任意のベクトル |a〉に対して，

Î |a〉 = |a〉 (2.2.2)

を満たす線形変換 Îを恒等変換という。線形空間 V の恒等変換であることを明示
する場合は ÎV と表すことにする9。任意のベクトル |a〉に対して，

0̂ |a〉 = 0 (2.2.3)

を満たす線形変換 0̂を零変換という。混乱の生じない限り，零変換は単に 0と表
してもよい。
W を V の部分空間とするとき，X̂(W )を

X̂(W ) = {X̂ |a〉 | |a〉 ∈ W} (2.2.4)

とおき，W の X̂による像という。X̂(W )は V の部分空間をなす。特に，

X̂(W ) ⊆ W (2.2.5)

が成り立つとき，W は X̂に関して不変である，あるいは，X̂-不変であるという。
また，W を X̂に関する不変部分空間という10。W が X̂-不変であるとき，X̂をW

の線形変換とみなすことができる11。{0}および V 自身は X̂に関する不変部分空
間である。
X̂(V )は V の部分空間をなす。X̂(V )を X̂ の像といい，im X̂ と表す12。また，

X̂ |a〉 = 0となる |a〉の全体もV の部分空間をなす。これを X̂の核といい，ker X̂と
表す。im X̂および ker X̂は X̂に関する不変部分空間である。dim im X̂を X̂の階
数といい，rank X̂と表す。像と核の次元について，dimV = dim im X̂+dimker X̂

が成り立つ。これを次元定理という。

8線形変換は §2.5で述べる線形写像の特殊な場合とみることもできます。しかし，§2.4で述べ
る線形変換の固有値問題は物理への応用に際して重要だという理由で，本書では主に線形変換につ
いて扱います。

9恒等変換を表す記号として idあるいは idV もよく使われます。
10第 6章で述べる群の表現を理解するためには，不変部分空間についてしっかり理解しておく必
要があります。

11X̂ をW の線形変換とみなすときは X̂|W のように表すこともあります。X̂|W を X̂ のW への
制限といいます。

12像という用語は V の任意の部分空間W に対して用いられますが，単に「X̂ の像」という場合
は，V の X̂ による像，つまり，im X̂ = X̂(V )のことを指します。
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図 2.1: 像と核

線形変換の和 X̂ + Ŷ，スカラー倍 λX̂，積 X̂Ŷ を

(X̂ + Ŷ ) |a〉 = X̂ |a〉+ Ŷ |a〉
(λX̂) |a〉 = λ(X̂ |a〉)
(X̂Ŷ ) |a〉 = X̂(Ŷ |a〉)

(2.2.6)

によって定義する13。ここで，|a〉は任意のベクトルである。(2.2.6)の和とスカラー
倍によって線形変換の全体は線形空間となる14。
X̂と Ŷ の交換子 [ X̂, Ŷ ]を

[ X̂, Ŷ ] = X̂Ŷ − Ŷ X̂ (2.2.7)

によって定義する15。明らかに

[ X̂, Ŷ ] = −[ Ŷ, X̂ ] (2.2.8)

が成り立つ。[ X̂, Ŷ ] = 0̂のとき，X̂と Ŷ は可換あるいは交換可能であるという。
そうでないとき，X̂と Ŷ は非可換であるという。交換子について

[ X̂ + Ŷ, Ẑ ] = [ X̂, Ẑ ]+ [ Ŷ, Ẑ ] [ Ẑ, X̂ + Ŷ ] = [ Ẑ, X̂ ]+ [ Ẑ, Ŷ ] (2.2.9)

13X̂，Ŷ を写像らしく φX，φY のように表すと，積 X̂Ŷ は合成写像 φX ◦ φY のことです。
14線形変換全体のなす線形空間は第 3章の (3.2.10)のところで述べるヒルベルト-シュミット内
積により内積空間となります。

15交換子によって表される交換関係は量子力学の不確定性原理と密接に関連しています。また，
交換子はリー代数の公理に登場するリー括弧積の代表的な例であり，量子力学でも角運動量の理論
において重要な役割を果たします。
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[λX̂, Ŷ ] = λ[ X̂, Ŷ ] [ X̂, λŶ ] = λ[ X̂, Ŷ ] (2.2.10)

[ X̂, X̂] = 0̂ (2.2.11)

[ X̂, [ Ŷ, Ẑ ] ]+ [ Ŷ, [ Ẑ, X̂ ] ]+ [ Ẑ, [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂ (2.2.12)

などが成り立つ16。
[ (2.2.12)の証明 ] (2.2.12)の左辺を計算すると，

X̂(Ŷ Ẑ − ẐŶ )− (Ŷ Ẑ − ẐŶ )X̂ + Ŷ (ẐX̂ − X̂Ẑ)− (ẐX̂ − X̂Ẑ)Ŷ
+ Ẑ(X̂Ŷ − Ŷ X̂)− (X̂Ŷ − Ŷ X̂)Ẑ = 0̂

(2.2.13)

となる。 ■

交換子の計算において，

[ X̂, Ŷ Ẑ ] = Ŷ [ X̂, Ẑ ]+ [ X̂, Ŷ ]Ẑ

[ Ŷ Ẑ, X̂ ] = Ŷ [ Ẑ, X̂ ]+ [ Ŷ, X̂ ]Ẑ
(2.2.14)

も役に立つ公式である。
[ (2.2.14)の証明 ] (2.2.14)の第 1式は以下のように示される。[ X̂, Ŷ Ẑ ] = X̂Ŷ Ẑ −
Ŷ ẐX̂ = X̂Ŷ Ẑ − Ŷ X̂Ẑ + Ŷ X̂Ẑ − Ŷ ẐX̂ = (X̂Ŷ − Ŷ X̂)Ẑ + Ŷ (X̂Ẑ − ẐX̂) =

[ X̂, Ŷ ]Ẑ + Ŷ [ X̂, Ẑ ] = Ŷ [ X̂, Ẑ ]+ [ X̂, Ŷ ]Ẑである。(2.2.14)の第 2式も同様に示
せる。 ■

X̂に対し X̂Ŷ = Ŷ X̂ = Îを満たす線形変換 Ŷ が存在するとき，X̂は正則あるい
は正則変換であるという。Ŷ = X̂−1と表し，X̂−1を X̂の逆変換という。つまり，
X̂が正則のとき逆変換 X̂−1が存在して，

X̂X̂−1 = X̂−1X̂ = Î (2.2.15)

が成り立つ。X̂が正則であるための必要十分条件は rank X̂ = dimV となることで
ある。正則変換の積の逆変換はそれぞれの逆変換の逆順の積となる。例えば，正
則変換 X̂，Ŷ，Ẑの積 X̂Ŷ Ẑの逆変換は (X̂Ŷ Ẑ)−1 = Ẑ−1Ŷ −1X̂−1である。
任意のベクトル |b〉に対して，線形変換 |a〉〈α|を

( |a〉〈α|) |b〉 = |a〉 ( 〈α|b〉) (2.2.16)

16(2.2.9)-(2.2.12)はリー括弧積の基本的性質です。(2.2.12)をヤコビ恒等式といいます。
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によって定義する。 |a〉〈α|をダイアドという。また，ダイアドの線形結合をダイア
ディックという。
X̂が与えられたとき，任意の線形形式 〈α|に対する X̂の右からの作用を

( 〈α| X̂) |a〉 = 〈α| (X̂ |a〉) (2.2.17)

によって定義する17。ここで， |a〉は任意のベクトルである。
==============================================

補足・計算例 18.

回転と鏡映
xy平面上の点全体のなす線形空間における回転や鏡映は線形変換である。

図 2.2: 回転と鏡映

像・核・階数・逆変換
高々 2次の多項式 a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。微分演算子18，並進
演算子19，反転演算子20を以下の例 1，例 2，例 3のように定義する。

例 1：微分演算子

Dx : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a1 + 2a2x (2.2.18)

は V の線形変換である。imDxは高々 1次の多項式全体のなす部分空間であり，dim imDx = 2で
ある。kerDxは定数項 (a(x) = a0)全体のなす部分空間であり，dimkerDx = 1である。Dxの階

17 〈α|，X̂ を写像らしく ψα，φX のように表すと， 〈α| X̂ は合成写像 ψα ◦ φX のことです。
18本書では微分演算子 d

dx， ∂
∂x などを必要に応じてDx，∂xなどのように記すことにします。微

分演算子に −iℏを掛けたもの (ℏはプランク定数 hを 2π で割った定数)は量子力学で運動量演算
子として重要な役割を果たします。

19並進演算子は微分演算子 (運動量演算子)によって表され (補足・計算例 19)，微分演算子と同
様に重要な演算子です。

20反転演算子は量子力学で状態の偶奇性に関連する重要な演算子です。反転は空間反転あるいは
パリティ変換とよばれることが多いですが，本書では単に反転とよぶことにします。
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数は rankDx = dim imDx = 2 < dimV = 3であるから，Dxは正則でない。したがって，逆変換
は存在しない。

例 2：並進演算子
Tc : a0 + a1x+ a2x

2 7→ a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 (2.2.19)

は V の線形変換である。imTc = V であり，dim imTc = 3 である。kerTc = {0} であり，
dimkerTc = 0 である。Tc の階数は rankTc = dim imTc = 3 = dimV であるから，Tc は正
則である。したがって，逆変換T−1

c が存在する。実際，T−1
c = T−c である。

例 3：反転演算子
P : a0 + a1x+ a2x

2 7→ a0 + a1(−x) + a2(−x)2 (2.2.20)

はV の線形変換である。imP = V であり，dim imP = 3である。kerP = {0}であり，dimkerP =
0である。Pの階数は rankP = dim imP = 3 = dimV であるから，Pは正則である。したがっ
て，逆変換P−1 が存在する。実際，P−1 = Pである。

交換子
高々 2次の多項式 a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。

例 4：微分演算子Dx と並進演算子Tc(可換)21

Tc : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2

Dx : a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 7→ a1 + 2a2(x− c)
DxTc : a0 + a1x+ a2x

2 7→ a1 + 2a2(x− c)
(2.2.21)

Dx : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a1 + 2a2x

Tc : a1 + 2a2x 7→ a1 + 2a2(x− c)
TcDx : a0 + a1x+ a2x

2 7→ a1 + 2a2(x− c)
(2.2.22)

DxTc = TcDx [Dx, Tc ] = 0 (2.2.23)

例 5：微分演算子Dx と反転演算子P(非可換)

P : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(−x) + a2(−x)2

Dx : a0 + a1(−x) + a2(−x)2 7→ −a1 + 2a2x

DxP : a0 + a1x+ a2x
2 7→ −a1 + 2a2x

(2.2.24)

Dx : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a1 + 2a2x

P : a1 + 2a2x 7→ a1 + 2a2(−x)
PDx : a0 + a1x+ a2x

2 7→ a1 − 2a2x

(2.2.25)

21補足・計算例 19で述べるように，並進演算子は微分演算子の指数関数として表されます。こ
れら 2つの演算子が可換なのはそのためです。
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DxP 6= PDx [Dx, P ] 6= 0 (2.2.26)

例 6：並進演算子Tc(c 6= 0)と反転演算子P(非可換)

P : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(−x) + a2(−x)2

Tc : a0 + a1(−x) + a2(−x)2 7→ a0 + a1(−x+ c) + a2(−x+ c)2

TcP : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(−x+ c) + a2(−x+ c)2

(2.2.27)

Tc : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2

P : a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 7→ a0 + a1(−x− c) + a2(−x− c)2

PTc : a0 + a1x+ a2x
2 7→ a0 + a1(−x− c) + a2(−x− c)2

(2.2.28)

TcP 6= PTc [Tc, P ] 6= 0 (2.2.29)

角運動量演算子の交換関係
例 7：角運動量演算子 Ĵ = Ĵx ex + Ĵy ey + Ĵz ez は交換関係

[ Ĵx, Ĵy ] = iĴz [ Ĵy, Ĵz ] = iĴx [ Ĵz, Ĵx ] = iĴy (2.2.30)

を満たす線形変換である22。角運動量演算子の 2乗を

Ĵ
2
= Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z
(2.2.31)

によって定義すると，

[ Ĵ
2
, Ĵx ] = 0̂ [ Ĵ

2
, Ĵy ] = 0̂ [ Ĵ

2
, Ĵz ] = 0̂ (2.2.32)

が成り立つ。
[ (2.2.32)の証明 ] [ Ĵ2, Ĵx ] = 0̂を示す。左辺を計算すると，

[ Ĵ2, Ĵx ] = [ Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z , Ĵx ] = [ Ĵ2

x , Ĵx ]+ [ Ĵ2
y , Ĵx ]+ [ Ĵ2

z , Ĵx ]

= Ĵy[ Ĵy, Ĵx ]+ [ Ĵy, Ĵx ]Ĵy + Ĵz[ Ĵz, Ĵx ]+ [ Ĵz, Ĵx ]Ĵz

= Ĵy(−iĴz) + (−iĴz)Ĵy + Ĵz(iĴy) + (iĴy)Ĵz = 0̂

(2.2.33)

となる。[ Ĵ2, Ĵy ] = 0̂，[ Ĵ2, Ĵz ] = 0̂についても同様に示せる。 ■

例 8：軌道角運動量演算子 l = lx ex + ly ey + lz ez は，球座標 (r, θ, ϕ)の天頂角 θと方位角 ϕを
用いて，

lx = −i
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)
ly = −i

(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)
lz = −i

∂

∂ϕ
(2.2.34)

22角運動量演算子も運動量演算子と同じく量子力学で重要な演算子です。なお，ここで与えた角
運動量演算子は ℏ(ℏはプランク定数 hを 2πで割った定数)を単位として表したものです。
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と表される23。lx，ly，lz は角運動量演算子の交換関係

[lx,ly ] = ilz [ly,lz ] = ilx [lz,lx ] = ily (2.2.35)

を満たす24。したがって，軌道角運動量演算子の 2乗を

l2 = l2
x + l2

y + l2
z (2.2.36)

とすると，(2.2.32)より，

[l2,lx ] = 0 [l2,ly ] = 0 [l2,lz ] = 0 (2.2.37)

が成り立つ。
[ (2.2.35)の証明 ] [lx,ly ] = ilz を示す。lxly，lylx を計算すると，

lxly = (−i)2
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)
= −

(
cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ

sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
cosϕ

∂

∂θ
+ sinϕ

∂

∂θ

sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ
cosϕ

∂

∂θ

)
= −

(
cosϕ

tan θ

cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+

cosϕ

tan θ

sinϕ

tan θ

∂2

∂ϕ2
+

cosϕ

tan θ
sinϕ

∂

∂θ
− cosϕ

tan θ
cosϕ

∂2

∂ϕ∂θ

− sinϕ
sinϕ

tan2 θ cos2 θ

∂

∂ϕ
+ sinϕ

sinϕ

tan θ

∂2

∂θ∂ϕ
− sinϕ cosϕ

∂2

∂θ2

)
(2.2.38)

lylx = (−i)2
(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)
= −

(
sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ

cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+

sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
sinϕ

∂

∂θ
− cosϕ

∂

∂θ

cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− cosϕ

∂

∂θ
sinϕ

∂

∂θ

)
= −

(
− sinϕ

tan θ

sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+

sinϕ

tan θ

cosϕ

tan θ

∂2

∂ϕ2
+

sinϕ

tan θ
cosϕ

∂

∂θ
+

sinϕ

tan θ
sinϕ

∂2

∂ϕ∂θ

+ cosϕ
cosϕ

tan2 θ cos2 θ

∂

∂ϕ
− cosϕ

cosϕ

tan θ

∂2

∂θ∂ϕ
− cosϕ sinϕ

∂2

∂θ2

)
(2.2.39)

となる。したがって，

[lx,ly ] = −
1

tan2 θ

∂

∂ϕ
+

1

tan2 θ cos2 θ

∂

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
= ilz (2.2.40)

23微分演算子 (運動量演算子)によって並進演算子が表される (補足・計算例 19)ことに対応して，
角運動量演算子によって回転演算子が表されます。なお，軌道角運動量演算子については第 5章の
§5.3.3で定義と基本的性質について述べます。(2.2.34)の導出については補章 B.2を参照してくだ
さい。

24直交座標 (x, y, z)を用いて lx = −i(y∂z − z∂y)，ly = −i(z∂x − x∂z)，lz = −i(x∂y − y∂x)と
定義するほうが (2.2.35)をより容易に導くことができますが，ここでは軌道角運動量演算子が球面
上の関数 f(θ, ϕ)に作用する演算子であるという点を強調するために球座標 (r, θ, ϕ)の天頂角 θと
方位角 ϕによる軌道角運動量の表式をその定義として採用することにします。
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を得る。[ly,lz ] = ilx，[lz,lx ] = ily についても同様に示せる。 ■

例 9：スピン角運動量演算子 s = sx ex + sy ey + sz ez は

sx =
1

2
σx sy =

1

2
σy sz =

1

2
σz (2.2.41)

と表される25。ここで，σ = σx ex + σy ey + σz ez は

σx =

[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]
(2.2.42)

によって定義されるパウリ行列である。パウリ行列について，
σ2
x = σ2

y = σ2
z = I σxσy = −σyσx = iσz σyσz = −σzσy = iσx σzσx = −σxσz = iσy

(2.2.43)

および
(a · σ)(b · σ) = (a · b)I + i(a× b) · σ (2.2.44)

が成り立つ。ここで，I は 2次の単位行列であり，また，a = ax ex + ay ey + az ez，b = bx ex +
by ey + bz ez である。sx，sy，sz は角運動量演算子の交換関係

[ sx, sy ] = isz [ sy, sz ] = isx [ sz, sx ] = isy (2.2.45)

を満たす。したがって，スピン角運動量演算子の 2乗を
s2 = s2x + s2y + s2z (2.2.46)

とすると，(2.2.32)より，
[s2, sx ] = 0 [s2, sy ] = 0 [s2, sz ] = 0 (2.2.47)

が成り立つ。
[ (2.2.45)の証明 ] [ sx, sy ] = isz を示す。(2.2.43)を用いて左辺を計算すると，

[ sx, sy ] =
1

4
[σx, σy ] =

1

4
(σxσy − σyσx) =

1

2
σxσy =

1

2
iσz = isz (2.2.48)

を得る。[ sy, sz ] = isx，[ sz, sx ] = isy についても同様に示せる。 ■
==============================================

2.2.2 線形変換の指数関数
線形変換 X̂に対して，その指数関数を

eX̂ = Î + X̂ +
1

2!
X̂2 + · · ·+ 1

n!
X̂n + · · · (2.2.49)

25(2.2.41)のスピン角運動量演算子は電子などスピン 1/2をもつ粒子の場合のものです。なお，
スピン角運動量演算子についても第 5章の §5.3.3で定義と基本的性質について述べます。
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によって定義する26。特に，X̂ = 0̂のとき，

e0̂ = Î (2.2.50)

である。また，線形変換 X̂と Ŷ が可換ならば，

eX̂+Ŷ = eX̂eŶ (2.2.51)

が成り立つ27。
[ (2.2.51)の証明 ] 定義より

eX̂+Ŷ =
∞∑
k=0

1

k!
(X̂ + Ŷ )k (2.2.52)

である。X̂と Ŷ が可換ならば (2.2.52)の右辺の (X̂ + Ŷ )kを通常の二項定理によっ
て展開してよいから，

(2.2.52)の右辺 =
∞∑
k=0

1

k!

k∑
s=0

k!

s!(k − s)!
X̂k−sŶ s =

∞∑
s=0

∞∑
k=s

1

s!(k − s)!
X̂k−sŶ s

=
∞∑
s=0

∞∑
r=0

1

s!r!
X̂rŶ s =

(
∞∑
r=0

1

r!
X̂r

)(
∞∑
s=0

1

s!
Ŷ s

)
= eX̂eŶ

(2.2.53)

を得る。よって，(2.2.51)が成り立つ。 ■

特に，(2.2.51)において Ŷ = −X̂とおくと，e0̂ = Îより，

Î = eX̂e−X̂ (2.2.54)

つまり，

(eX̂)−1 = e−X̂ (2.2.55)

である。
パラメータ λを導入して (2.2.49)の X̂を λX̂で置き換えると，

eλX̂ = Î + λX̂ +
λ2

2!
X̂2 + · · ·+ λn

n!
X̂n + · · · (2.2.56)

26線形変換の指数関数は非常によく使うので，この定義は是非記憶しておきましょう。
27X̂ と Ŷ が可換でない場合は (2.2.51)は成り立ちません。その場合は (2.2.51)を一般化したベ
イカー‒キャンベル‒ハウスドルフ公式 が成り立ちます。簡単な場合については補足・計算例 19
で述べますが，一般の場合を理解するにはかなり高度な数学を必要とします。興味のある方は参考
文献 [17]の第 7章の章末問題 [2](p.273)を参照してください。
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であるから，
d

dλ
eλX̂ = X̂ + λX̂2 + · · ·+ λn−1

(n− 1)!
X̂n + · · · = X̂eλX̂ (2.2.57)

を得る。
線形変換 X̂，Ŷ に対して，

eλX̂ Ŷ e−λX̂ =
∞∑
n=0

λn

n!
[ X̂, · · · [ X̂, Ŷ ] · · · ] (2.2.58)

が成り立つ。ここで，λはパラメータである。(2.2.58)をアダマールの補題とい
う28。
[ (2.2.58)の証明 ] Ŷ (λ)を

Ŷ (λ) = eλX̂ Ŷ e−λX̂ (2.2.59)

とおいて λで微分すると，
d

dλ
Ŷ (λ) = X̂Ŷ (λ)− Ŷ (λ)X̂ = [ X̂, Ŷ (λ) ] (2.2.60)

である。これを λで積分すると，

Ŷ (λ) = Ŷ +

∫ λ

0

dλ1 [ X̂, Ŷ (λ1) ] (2.2.61)

となる。したがって，逐次代入により，

Ŷ (λ) = Ŷ +

∫ λ

0

dλ1 [ X̂, Ŷ ]+

∫ λ

0

dλ1

∫ λ1

0

dλ2 [ X̂, [ X̂, Ŷ (λ2) ] ]

...

= Ŷ +
∞∑
n=1

∫ λ

0

dλ1 · · ·
∫ λn−1

0

dλn [ X̂, · · · [ X̂,︸ ︷︷ ︸
n 重

Ŷ ] · · · ]

=
∞∑
n=0

λn

n!
[ X̂, · · · [ X̂, Ŷ ] · · · ]

(2.2.62)

を得る。 ■
==============================================

28アダマールの補題は adX̂(Ŷ ) = [ X̂, Ŷ ]とおいて eX̂ Ŷ e−X̂ = eadX̂ (Ŷ )と表されることもあり
ます。adX̂( · )や eadX̂ ( · )は X̂，Ŷ などの線形変換全体のなす線形空間の線形変換とみることがで
きます。
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補足・計算例 19.

微分演算子と並進演算子
任意の関数 f(x)に対して，並進演算子Tc を

Tc : f(x) 7→ f(x− c) (2.2.63)

によって定義する29。f(x− c)をテイラー展開すると，

f(x− c) = f(x)− c d
dx
f(x) +

(−c)2

2!

d2

dx2
f(x) + · · ·+ (−c)n

n!

dn

dxn
f(x) + · · ·

=

(
1− cDx +

(−c)2

2!
D2
x + · · ·+

(−c)n

n!
Dn
x + · · ·

)
f(x) = e−cDxf(x)

(2.2.64)

と書ける。したがって，並進演算子Tc は微分演算子Dx の指数関数として
Tc = e−cDx (2.2.65)

と表せる。あるいは，波数演算子 kx を kx = −iDx によって定義すると，
Tc = e−ickx (2.2.66)

と表せる。
例 1：高々 2次の多項式 a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。a(x)に対して
Dn
x (n > 2)はDn

xa(x) = 0と作用するから，

e−cDxa(x) =

(
1− cDx +

(−c)2

2!
D2
x

)
a(x) (2.2.67)

と書ける。(2.2.67)において a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 とすると，

e−cDxa(x) =

(
1− cDx +

(−c)2

2!
D2
x

)(
a0 + a1x+ a2x

2
)
= a0 + a1x+ a2x

2 − c(a1 + 2a2x) +
c2

2!
2a2

= a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 = a(x− c) = Tca(x)

(2.2.68)

を得る。つまり，Tc = e−cDx が成り立つ。

角運動量演算子と回転演算子30

球面上の任意の関数 f(θ, ϕ)に対して，z軸を回転軸として ψだけ回転させる回転演算子Rz(ψ)を
Rz(ψ) : f(θ, ϕ) 7→ f(θ, ϕ− ψ) (2.2.69)

によって定義する31。f(θ, ϕ− ψ)をテイラー展開すると，

f(θ, ϕ− ψ) = f(θ, ϕ)− ψ ∂

∂ϕ
f(θ, ϕ) +

(−ψ)2

2!

∂2

∂ϕ2
f(θ, ϕ) + · · ·+ (−ψ)n

n!

∂n

∂ϕn
f(θ, ϕ) + · · ·

=

(
1− ψ∂ϕ +

(−ψ)2

2!
∂2ϕ + · · ·+

(−ψ)n

n!
∂nϕ + · · ·

)
f(θ, ϕ) = e−ψ∂ϕf(θ, ϕ)

(2.2.70)

29Tcは f(x)のグラフを x軸の正の向きに cだけ平行移動する演算子です。並進演算子について
は第 5章の §5.2.4で詳しく述べます。

30角運動量演算子と回転演算子の詳細については参考文献 [16]を参照してください。
31Rz(ψ)は f(θ, ϕ)のグラフを z軸を回転軸として反時計回りに ψだけ回転する演算子です。回
転演算子については第 5章の §5.3.4で述べます。
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と書ける。したがって，回転演算子Rz(ψ)は軌道角運動量演算子 lz = −i∂ϕ の指数関数として
Rz(ψ) = e−iψlz (2.2.71)

と表される。より一般に，ある方向を向く単位ベクトル nを
n = nx ex + ny ey + nz ez (2.2.72)

として，nで定まる回転軸のまわりに関数 f(θ, ϕ)を ψだけ回転する回転演算子は軌道角運動量演
算子 l = lx ex + ly ey + lz ez によって

Rn(ψ) = e−iψn·l (2.2.73)

と表される。また，スピン空間における回転演算子はスピン角運動量演算子 s = sx ex+sy ey+sz ez
によって

Rn(ψ) = e−iψn·s (2.2.74)

と表される。スピン空間における回転演算子について，

e−iψn·s = cos
ψ

2
I − 2i sin

ψ

2
n · s (2.2.75)

が成り立つ。
[ (2.2.75)の証明 ] (2.2.75)をパウリ行列 (2.2.42)で表した

e−i
ψ
2 n·σ = cos

ψ

2
I − i sin ψ

2
n · σ (2.2.76)

が成り立つことを示せばよい。パウリ行列の性質 (2.2.44)において a = b = nとおくと，
(n · σ)2 = I (2.2.77)

であるから，

(n · σ)k =

{
I (k :偶数)

n · σ (k :奇数)
(2.2.78)

となる。したがって，

e−i
ψ
2 n·σ =

∞∑
k=0

(−iψ/2)k

k!
(n · σ)k

=

(
1− (ψ/2)2

2!
+

(ψ/2)4

4!
− · · ·

)
I − i

(
ψ/2− (ψ/2)3

3!
+

(ψ/2)5

5!
− · · ·

)
n · σ

= cos
ψ

2
I − i sin ψ

2
n · σ

(2.2.79)

を得る。 ■

ベイカー‒キャンベル‒ハウスドルフ公式
ここでは [ X̂, [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂，[ Ŷ, [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂の場合のみ扱う32。このとき，

eλX̂eλŶ = eλ(X̂+Ŷ )+ 1
2λ

2[ X̂,Ŷ ] (2.2.80)

32一般の場合については参考文献 [17]の第 7章の章末問題 [2](p.273)を参照してください。
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が成り立つ。
[ (2.2.80)の証明 ] [ X̂, [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂のとき，(2.2.58)は

Ŷ (λ) = Ŷ + λ[ X̂, Ŷ ] (2.2.81)

と書ける。次に，

F̂ (λ) = e−λ(X̂+Ŷ )eλX̂eλŶ (2.2.82)

とおくと，[ X̂, [ X̂, Ŷ ] ] = [ Ŷ, [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂より [ F̂ (λ), [ X̂, Ŷ ] ] = 0̂であるから，
d

dλ
F̂ (λ) = e−λ(X̂+Ŷ )[ Ŷ (λ)− Ŷ ]eλX̂eλŶ = λ[ X̂, Ŷ ]F̂ (λ) (2.2.83)

となる。初期条件 F̂ (0) = Î の下で微分方程式 (2.2.83)を解くと，その解は

F̂ (λ) = e
1
2λ

2[ X̂,Ŷ ] (2.2.84)

である。したがって，

eλX̂eλŶ = eλ(X̂+Ŷ )+ 1
2λ

2[ X̂,Ŷ ] (2.2.85)

を得る。 ■
==============================================

2.2.3 射影・完全性関係・直和
任意のベクトル |a〉に対して，線形変換 |ei〉〈εi|を

( |ei〉〈εi|) |a〉 = |ei〉 ( 〈εi|a〉) (2.2.86)

によって定義する33。 |ei〉〈εi|を span( |e1〉 ,
no |ei⟩· · · · · ·, |en〉)に沿う ei 軸への射影とい

う34。 |a〉 = a1 |e1〉+ · · ·+ an |en〉とすると， 〈εi|a〉 = aiであるから，

|ei〉〈εi|a〉 = ai |ei〉 (2.2.87)

と書ける35。つまり， |ei〉〈εi|は |a〉を基底 eによって表したときに ai |ei〉を取り出
す線形変換である。射影の性質として，

( |ei〉〈εi|)2 = |ei〉〈εi| |ei〉〈εi| · |ej〉〈εj| = 0̂ (i 6= j) (2.2.88)

33(2.2.86)は (2.2.16)で定義したダイアドの特別な場合です。
34ここでの記述のように，厳密にはどの部分空間に沿う射影なのかを明示すべきですが，文脈か
ら明らかな場合は省略することにします。

35スカラーはベクトルの後ろに書くのが自然なのですが，慣例にしたがってベクトルの前に書く
ことにします。
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が基本的である。

図 2.3: 射影

射影の組 |e1〉〈ε1| , · · · , |en〉〈εn|について， |a〉 = |e1〉〈ε1|a〉+ · · ·+ |en〉〈εn|a〉，つ
まり，

Î = |e1〉〈ε1|+ · · ·+ |en〉〈εn| (2.2.89)

が成り立つ。これを完全性関係という36。完全性関係は行列記法を用いて

Î = | e ][ ε | (2.2.90)

と表せる。(2.2.90)を詳しく書けば，

Î = | e ][ ε | = [ |e1〉 · · · |en〉 ]

 〈ε1|...
〈εn|

 = |e1〉〈ε1|+ · · ·+ |en〉〈εn| (2.2.91)

である。
|e1〉 , · · · , |en〉を r組に分けて，それぞれの組が張る部分空間をW(1), · · · ,W(r)

とするとき，k = 1, · · · , rについて，

P̂(k) =
∑

|ei⟩∈W(k)

|ei〉〈εi| (2.2.92)

36図 2.3からもわかるように，完全性関係は「ベクトルをすべての軸に射影したものをすべて加
えると元のベクトルに戻る」という幾何学的な意味をもちます。
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をW(1)+
noW(k)· · · · · · +W(r)に沿うW(k)への射影という37。ここで，W(1)+

noW(k)· · · · · · +W(r) =

ker P̂(k)およびW(k) = im P̂(k)である。射影の性質として，

P̂ 2
(k) = P̂(k) P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l) (2.2.93)

が基本的である。(2.2.88)は (2.2.93)の特別な場合である。射影の組 P̂(1), · · · , P̂(r)

を用いると，完全性関係は

Î = P̂(1) + · · ·+ P̂(r) (2.2.94)

と表される。このとき，

V = W(1)+̇ · · · +̇W(r) (2.2.95)

と表し，V はW(1), · · · ,W(r)の直和である，あるいは，V はW(1), · · · ,W(r)によっ
て直和分解されるという。V の任意のベクトル |a〉は， |a(k)〉 = P̂(k) |a〉 ∈ W(k)と
おくと，

|a〉 = |a(1)〉+ · · ·+ |a(r)〉 (2.2.96)

と一意的に表される。射影の性質 P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l)より，

P̂(k)

(
P̂(1)+

no P̂(k)· · · · · · +P̂(r)

)
= 0̂ (k = 1, · · · , r) (2.2.97)

が成り立つ。これは，

W(k) ∩
(
W(1)+

noW(k)· · · · · · +W(r)

)
= {0} (k = 1, · · · , r) (2.2.98)

を意味する。(2.2.98)を直和条件という。V = W(1) + · · ·+W(r)であるとき，直和
条件 (2.2.98)は

dimV = dimW(1) + · · ·+ dimW(r) (2.2.99)

と同値である38。
==============================================

補足・計算例 20.

37一般に P̂ 2 = P̂ を満たす線形変換 P̂ を射影といいます。
38部分空間と直和に関連する基本的性質については参考文献 [3]の第 4章 §4と参考文献 [8]の第

2章 §2.2を参照してください。
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射影・完全性関係・直和
例 1：高々 2次の多項式 a(x) = a0 + a1x + a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。V の基底を
e = {1, x, x2}，eの双対基底を ε = {ε0( · ), ε1( · ), ε2( · )}とすると，ε0(a(x)) = a0，ε1(a(x)) = a1，
ε2(a(x)) = a2 であるから，

1 · ε0(a(x)) = a0 x · ε1(a(x)) = a1x x2 · ε2(a(x)) = a2x
2 (2.2.100)

である。つまり，1 · ε0( · )，x · ε1( · )，x2 · ε2( · )は部分空間 span(1)，span(x)，span(x2)への射影
である。これらについて射影の基本的性質である (2.2.88)が成り立つことも容易にわかる。射影を
すべて加えると，

(1 · ε0 + x · ε1 + x2 · ε2)(a(x)) = a0 + a1x+ a2x
2 (2.2.101)

を得る。つまり，V の恒等変換を id( · )とすると，完全性関係

1 · ε0( · ) + x · ε1( · ) + x2 · ε2( · ) = id( · ) (2.2.102)

が成り立つ。

例 2：P(1)( · ) = 1 · ε0( · ) + x · ε1( · )，P(2)( · ) = x2 · ε2( · )とおくと，P(1)( · )，P(2)( · )は部分空間
W(1) = span(1, x)，W(2) = span(x2)への射影となる。つまり，

P(1)(a(x)) = a0 + a1x P(2)(a(x)) = a2x
2 (2.2.103)

である。これらについて射影の基本的性質である (2.2.93)が成り立つことも容易にわかる。した
がって，直和条件

W(1) ∩W(2) = 0 (2.2.104)

が成り立ち，V はW(1) とW(2) の直和となる。つまり，

V =W(1)+̇W(2) (2.2.105)

である。
==============================================

2.3 表現
2.3.1 列ベクトル表現と行ベクトル表現
n次元列ベクトル

a =

a1...
an

 (2.3.1)
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を用いてベクトル |a〉 = a1 |e1〉+ · · ·+ an |en〉を

|a〉 = [ |e1〉 · · · |en〉 ]a (2.3.2)

あるいは略記して

|a〉 = | e ]a (2.3.3)

と表すとき，列ベクトル aを基底 eによるベクトル |a〉の列ベクトル表現という。
I = [ ε | e ]より，

a = [ ε |a〉 (2.3.4)

と書ける。特に，基底 eによる |ei〉の列ベクトル表現は

ei = [ ε |ei〉 =



0
...

0

1

0
...

0


←第 i成分 (2.3.5)

である39。同様に，n次元行ベクトル

α = [ α1 · · · αn ] (2.3.6)

を用いて線形形式 〈α| = α1 〈ε1|+ · · ·+ αn 〈εn|を

〈α| = α

 〈ε1|...
〈εn|

 (2.3.7)

あるいは略記して

〈α| = α[ ε | (2.3.8)

と表すとき，行ベクトルαを双対基底 εによる線形形式 〈α|の行ベクトル表現と
いう。I = [ ε | e ]より，

α = 〈α| e ] (2.3.9)

39基底 eによる基底 e自身の列ベクトル表現が §1.3.1で扱った標準基底です。
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と書ける。特に，双対基底 εによる 〈εi|の行ベクトル表現は
εi = 〈εi| e ] = [ 0 · · · 0 1 0 · · · 0 ]

↑第 i成分 (2.3.10)

である40。列ベクトル表現と行ベクトル表現を数ベクトル表現という。(2.3.3)と
(2.3.8)，あるいは，(2.3.4)と (2.3.9)より， 〈α|と |a〉のペアリングは

〈α|a〉 = αa (2.3.11)

と書ける。
==============================================

補足・計算例 21.

数ベクトル表現
高々 2 次の多項式 a(x) = a0 + a1x + a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。V の基底を e =
{1, x, x2}，eの双対基底を ε = {ε0( · ), ε1( · ), ε2( · )}とする。
・基底 eによる a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 の列ベクトル表現 a

a0 + a1x+ a2x
2 = [ 1 x x2 ]

a0a1
a2

 ∴ a =

a0a1
a2

 (2.3.12)

・双対基底 εによる α( · ) = α0ε0( · ) + α1ε1( · ) + α2ε2( · )の行ベクトル表現 α

α( · ) = α0ε0( · ) + α1ε1( · ) + α2ε2( · ) = [ α0 α1 α2 ]

ε0( · )ε1( · )
ε2( · )

 ∴ α = [ α0 α1 α2 ]

(2.3.13)

・α( · )と a(x)のペアリング α(a(x))

α(a(x)) = αa = [ α0 α1 α2 ]

a0a1
a2

 = α0a0 + α1a1 + α2a2 (2.3.14)

==============================================

2.3.2 行列表現
n次正方行列

X =

X11 · · · X1n

...
. . .

...

Xn1 · · · Xnn

 (2.3.15)

40双対基底 εによる双対基底 ε自身の行ベクトル表現が §1.3.1で扱った標準双対基底です。
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を用いて

X̂[ |e1〉 · · · |en〉 ] = [ |e1〉 · · · |en〉 ]X (2.3.16)

あるいは略記して

X̂| e ] = | e ]X (2.3.17)

と表すとき，行列Xを基底 eによる線形変換 X̂の行列表現という。混乱の生じな
い限り，(2.3.17)は

X̂
e7→ X (2.3.18)

と表してもよい。I = [ ε | e ]より，

X = [ ε |X̂| e ] (2.3.19)

と書ける。つまり，

Xij = 〈εi|X̂|ej〉 (2.3.20)

である。また，Î = | e ][ ε |より，

X̂ = | e ]X[ ε | (2.3.21)

と書ける41。(2.3.21)の両辺に左から [ ε |を掛けると，I = [ ε | e ]より，

[ ε |X̂ = X[ ε | (2.3.22)

を得る42。
V が部分空間WとW ′の直和としてV = W +̇W ′と表されるとし，W，W ′への射

影を P̂，Q̂(= Î− P̂ )とする。W が X̂に関する不変部分空間であるとき43，つまり，
X̂(W ) ⊆ W のとき，W の基底 { |e1〉 , · · · , |es〉}とW ′の基底 { |es+1〉 , · · · , |en〉}を
合わせて V の基底 e = { |e1〉 , · · · , |es〉 , |es+1〉 , · · · , |en〉}とすると，基底 eによる
X̂の行列表現Xは

X =

[
XW ∗
O XW ′

]
(2.3.23)

41(2.3.21)の形に表せるという意味で，線形変換はダイアドの線形結合であるダイアディックと
本質的に同じです。

42(2.3.19)の両辺に右から [ ε |を掛けても同じ結果が得られます。
43不変部分空間については §2.2.1を参照してください。
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となる。ここで，XW は s次正方行列，XW ′は n− s次正方行列であり，∗は適当
な数を成分とする (s, n− s)行列を表す。このとき，X̂は P̂，Q̂によって

X̂ = P̂ X̂P̂ + P̂ X̂Q̂+ Q̂X̂Q̂ (2.3.24)

と表せる。さらに，W ′も X̂に関する不変部分空間であるとき，つまり，X̂(W ′) ⊆ W ′

のとき，Xは

X =

[
XW O

O XW ′

]
(2.3.25)

の形に表される。このとき，X̂は P̂，Q̂によって

X̂ = P̂ X̂P̂ + Q̂X̂Q̂ (2.3.26)

と表せる。(2.3.26)から明らかなように，X̂ は P̂，Q̂と可換である。逆に，X̂ が
P̂，Q̂と可換であれば，P̂ X̂Q̂ = Q̂X̂P̂ = X̂P̂ Q̂ = 0̂より (2.3.26)が成り立つ。そ
こで，P̂ X̂P̂ = P̂ X̂，Q̂X̂Q̂ = Q̂X̂より X̂W = P̂ X̂，X̂W ′ = Q̂X̂とおくと，

X̂ = X̂W + X̂W ′ (2.3.27)

と表される。一般に，V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)，X̂(W(k)) ⊆ W(k) (k = 1, · · · , r)のと
き，W(k)の基底を合わせて V の基底 eとすると，基底 eによる X̂の行列表現は

X =

X(1) O
. . .

O X(r)

 (2.3.28)

となる。このとき，W(1), · · · ,W(r)に対応する射影の組を P̂(1), · · · , P̂(r)とすると，

X̂ = P̂(1)X̂P̂(1) + · · ·+ P̂(r)X̂P̂(r) (2.3.29)

と表せる。(2.3.29)から明らかなように，X̂はすべての P̂(k)と可換である。逆に，X̂
がすべての P̂(k)と可換であれば，k 6= lのとき P̂(k)X̂P̂(l) = P̂(l)X̂P̂(k) = X̂P̂(k)P̂(l) =

0̂より (2.3.29)が成り立つ。つまり，

X̂ = P̂(1)X̂P̂(1) + · · ·+ P̂(r)X̂P̂(r) ⇔ X̂P̂(k) = P̂(k)X̂ (k = 1, · · · , r) (2.3.30)

が成り立つ。そこで，P̂(k)X̂P̂(k) = P̂(k)X̂より X̂(k) = P̂(k)X̂とおくと，

X̂ = X̂(1) + · · ·+ X̂(r) (2.3.31)
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と表される。(2.3.28)のX(k)を次数 dimW(k)のブロックといい，(2.3.28)の形の
行列をブロック対角行列という。また，行列表現をブロック対角行列にすること
をブロック対角化するという44。それぞれのW(k)の次元をできる限り小さくとっ
て，ブロックX(k)の次数をこれ以上小さくできない場合，W(k)は X̂ に関する既
約な不変部分空間あるいは既約不変部分空間であるといい，X(k)をW(k)における
X̂の既約な行列表現という45。言い換えると，

X̂に関する不変部分空間W(k)に含まれるX̂に関する不変部分空間が
{0}とW(k)自身に限るときW(k)はX̂に関する既約不変部分空間である

(2.3.32)

という46。X̂に関する不変部分空間W(k)が既約でないとき，W(k)は可約であると
いう。特に，r = nとすることが可能なとき，つまり，V を X̂ に関する 1次元の
既約不変部分空間による直和として表すことができるとき，Xは

X =

ξ1 O
. . .

O ξn

 (2.3.33)

となる。このとき，X̂は

X̂ = ξ1 |e1〉〈ε1|+ · · ·+ ξn |en〉〈εn| (2.3.34)

と表せる47。(2.3.33)の形の行列を対角行列という。また，行列表現を対角行列に
することを対角化するという。行列表現の対角化については §2.4の固有値問題の
ところで詳しく述べる。
==============================================

補足・計算例 22.

行列表現
高々 2次の多項式a(x) = a0+a1x+a2x

2全体のなす線形空間をV とする。V の基底を e = {1, x, x2}
とすると，基底 eによる微分演算子，並進演算子，反転演算子の行列表現は以下のように与えられ
る。

44第 6章で述べる群の表現を理解するためには，不変部分空間とブロック対角化についてしっか
り理解しておく必要があります。

45第 6章で述べる群の表現を理解するためには，既約不変部分空間と既約な行列表現について
しっかり理解しておく必要があります。

46W(k) が X̂ に関する既約不変部分空間であるとは，{0} ⊊ W ⊊ W(k) であるような X̂ に関す
る不変部分空間Wがないということです。

47一貫性を重視するならば X̂ = |e1〉 ξ1 〈ε1| + · · · + |en〉 ξn 〈εn|と書くべきですが，慣習にした
がってスカラー ξi は各項の先頭に置くようにします。
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例 1：微分演算子

Dx[ 1 x x2 ] = [ 0 1 2x ] = [ 1 x x2 ]

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 ∴ Dx
e7→

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 (2.3.35)

例 2：並進演算子
Tc[ 1 x x2 ] = [ 1 x− c (x− c)2 ] = [ 1 − c+ x c2 − 2cx+ x2 ]

= [ 1 x x2 ]

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 ∴ Tc
e7→

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 (2.3.36)

例 3：反転演算子
P[ 1 x x2 ] = [ 1 − x (−x)2 ] = [ 1 − x x2 ]

= [ 1 x x2 ]

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ∴ P
e7→

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (2.3.37)

数ベクトル表現・行列表現についての補足
ベクトル，線形形式，線形変換をそれらの表現によって表すことにより，扱うべき数式の計算を数
ベクトルと行列の演算に置き換えて実行することができる。特に，コンピュータによって効率よく
計算を行えるという点は重要である。例えば，X̂ |a〉 = |b〉という数式を扱う際に，これを数ベク
トルと行列の式 [ ε | X̂ | e ][ ε |a〉 = [ ε |b〉，つまり，Xa = bに置き換えて計算を行うといったよう
に使われる。

ブロック対角行列についての補足
線形空間 V が V の線形変換 X̂の不変部分空間W(1), · · · ,W(r)の直和として V =W(1)+̇ · · · +̇W(r)

と表されるとき，dk = dimW(k) として，W(k) の基底を e(k) = { |e1(k)〉 , · · · , |edk(k)〉}，双対基底
を ε(k) = { 〈ε1(k)| , · · · , 〈εdk(k)|}とすると，

X̂ = | e(1) ]X(1)[ ε(1) |+ · · ·+ | e(r) ]X(r)[ ε(r) | (2.3.38)

と表せる。ここで，X(k) = [ ε(k) |X̂| e(k) ]はW(k) における基底 e(k) による X̂ の行列表現，つま
り，ブロック対角行列の第 kブロックである。W(1), · · · ,W(r)に対応する射影の組を P̂(1) · · · , P̂(r)

とすると，P̂(k) = | e(k)][ ε(k)|であるから，(2.3.38)は (2.3.29)と同じである。
==============================================

2.3.3 基底変換
正則な n次正方行列

P =

P11 · · · P1n

...
. . .

...

Pn1 · · · Pnn

 (2.3.39)
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により，2組の基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}と e′ = { |e′1〉 , · · · , |e′n〉}が

[ |e′1〉 · · · |e′n〉 ] = [ |e1〉 · · · |en〉 ]P (2.3.40)

あるいは略記して

| e′ ] = | e ]P (2.3.41)

の関係にあるとき，これを基底 eから基底 e′への基底変換という。また，正則行
列 P を基底変換の行列という。このとき，基底 e′から基底 eへの基底変換は

| e ] = | e′ ]P−1 (2.3.42)

である。I = [ ε | e ]より，

P = [ ε | e′ ] (2.3.43)

である。一方，I = [ ε′ | e′ ]より，

P−1 = [ ε′ | e ] (2.3.44)

である。(2.3.44)の両辺に右から [ ε |を掛けると，Î = | e ][ ε |より，

[ ε′ | = P−1[ ε | (2.3.45)

を得る。(2.3.45)が (2.3.41)に対応する双対基底の基底変換を与える。(2.3.43)は

P =
[
[ ε |e′1〉 · · · [ ε |e′n〉

]
= [ e′

1 · · · e′
n ] (2.3.46)

と書ける。つまり，P の第 i列は基底 eによる |e′i〉の列ベクトル表現 e′
iである。一

方，(2.3.44)は

P−1 =

 〈ε
′
1| e ]
...

〈ε′n| e ]

 =

ε
′
1
...

ε′n

 (2.3.47)

と書ける。つまり，P−1の第 i行は双対基底 εによる 〈ε′i|の行ベクトル表現 ε′iで
ある。e′

iと ε′iを用いると，基底 eによる射影 |e′i〉〈ε′i|の行列表現は

[ ε |e′i〉〈ε′i| e ] = e′
iε

′
i (2.3.48)
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で与えられる。また，完全性関係は

I = e′
1ε

′
1 + · · ·+ e′

nε
′
n (2.3.49)

と書ける48。
==============================================

補足・計算例 23.

基底変換
高々 2 次の多項式 a(x) = a0 + a1x + a2x

2 全体のなす線形空間を V とする。V の 2 組の基底
e = {1, x, x2}と e′ = {1, 2x,−2 + 4x2}は

[ 1 2x − 2 + 4x2 ] = [ 1 x x2 ]P ここで，P =

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 (2.3.50)

の関係にある。補足・計算例 13の例 2で計算した (1.4.17)の逆行列を参照すると，

[ 1 x x2 ] = [ 1 2x − 2 + 4x2 ]P−1 ここで，P−1 =

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

 (2.3.51)

である。基底 eの双対基底 ε = {ε0( · ), ε1( · ), ε2( · )}と基底 e′の双対基底 ε′ = {ε′0( · ), ε′1( · ), ε′2( · )}
の間には ε′0( · )ε′1( · )

ε′2( · )

 = P−1

ε0( · )ε1( · )
ε2( · )

 =

ε0( · ) + (1/2)ε2( · )
(1/2)ε1( · )
(1/4)ε2( · )

 (2.3.52)

の関係がある。

射影と完全性関係
基底 e′に関する射影と完全性関係を基底 eによって行列として表現することを考える。基底 e′の
基底 eによる列ベクトル表現は P の列ベクトルとして与えられるから，

1
e7→

10
0

 2x
e7→

02
0

 − 2 + 4x2
e7→

−20
4

 (2.3.53)

である。双対基底 ε′ の双対基底 εによる行ベクトル表現は P−1 の行ベクトルとして与えられる
から，

ε′0( · )
ε7→ [ 1 0 1/2 ] ε′1( · )

ε7→ [ 0 1/2 0 ] ε′2( · )
ε7→ [ 0 0 1/4 ] (2.3.54)

48(2.3.46)-(2.3.49)での e′1, · · · , e′nと ε′1, · · · , ε′nは，§1.3.4，§1.3.5での p1, · · · ,pnとπ1, · · · ,πn
に対応しています。
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である。したがって，基底 e′ に関する射影を基底 eによって行列として表現すると，

1 · ε′0( · )
e7→

10
0

[ 1 0 1/2 ] =

1 0 1/2
0 0 0
0 0 0


2x · ε′1( · )

e7→

02
0

[ 0 1/2 0 ] =

0 0 0
0 1 0
0 0 0


(−2 + 4x2) · ε′2( · )

e7→

−20
4

[ 0 0 1/4 ] =

0 0 −1/2
0 0 0
0 0 1


(2.3.55)

となる。これら射影の行列表現をすべて加えると，1 0 1/2
0 0 0
0 0 0

+

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+

0 0 −1/2
0 0 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.3.56)

を得る。(2.3.56)が基底 e′ に関する完全性関係を基底 eによって行列として表現したものである。
==============================================

2.3.4 表現の変換則
基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}から基底 e′ = { |e′1〉 , · · · , |e′n〉}への基底変換 | e′ ] =

| e ]P に伴い，ベクトル，線形形式，線形変換の表現は変更を受ける。ベクトルの
列ベクトル表現の変換則は，(2.3.45)より [ ε′ |a〉 = P−1[ ε |a〉であるから，

a′ = P−1a (2.3.57)

となる。線形形式の行ベクトル表現の変換則は，(2.3.41)より 〈α| e′ ] = 〈α| e ]P で
あるから，

α′ = αP (2.3.58)

となる。(2.3.57)と (2.3.58)より，ペアリング 〈α|a〉は

α′a′ = αa (2.3.59)

を満たす。つまり，ペアリングは表現に用いた基底によらない。線形変換の行列
表現の変換則は，(2.3.41)，(2.3.45)より [ ε′ |X̂| e′ ] = P−1[ ε |X̂| e ]P であるから，

X ′ = P−1XP (2.3.60)
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となる。(2.3.60)の関係にあるXとX ′は互いに相似であるという。(2.3.60)および
トレースの性質 (1.1.29)，行列式の性質 (1.5.19)より，trX ′ = trX，detX ′ = detX，
つまり，X̂の行列表現のトレース，行列式の値は表現に用いた基底によらない。そ
こで，今後はその値を tr X̂，det X̂と表し，X̂のトレース，X̂の行列式というこ
とにする49。
==============================================

補足・計算例 24.

数ベクトル表現の変換則
高々 2次の多項式 a(x) = a0 + a1x+ a2x

2全体のなす線形空間を V とし，V の基底 e = {1, x, x2}
から V のもう一つの基底 e′ = {1, 2x,−2+ 4x2}への基底変換を考える。これを表す基底変換の行
列 P は (2.3.50)であり，また，P−1 は (2.3.51)である。
・列ベクトル表現の変換則 a′ = P−1aa′0a′1

a′2

 =

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

a0a1
a2

 =

a0 + a2/2
a1/2
a2/4

 (2.3.61)

・行ベクトル表現の変換則 α′ = αP

[ α′
0 α′

1 α′
2 ] = [ α0 α1 α2 ]

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 = [ α0 2α1 − 2α0 + 4α2 ] (2.3.62)

・ペアリング α′a′ = αa

α′
0a

′
0 + α′

1a
′
1 + α′

2a
′
2 = α0 · (a0 + a2/2) + 2α1 · a1/2 + (−2α0 + 4α2) · a2/4 = α0a0 + α1a1 + α2a2

(2.3.63)

行列表現の変換則
X ′ = P−1XP

例 1：微分演算子
(2.3.35)より，

Dx
e7→

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 Dx
e′7→

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

0 1 0
0 0 2
0 0 0

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 =

0 2 0
0 0 4
0 0 0

 (2.3.64)

例 2：並進演算子
(2.3.36)より，

Tc
e7→

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 Tc
e′7→

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 =

1 −2c 4c2

0 1 −4c
0 0 1


(2.3.65)

49トレースは，任意のダイアド |a〉〈α|に対して tr( |a〉〈α|) = 〈α|a〉を満たす線形変換全体のなす
線形空間から Cへの線形写像として，行列表現によらずに定義することもできます。
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例 3：反転演算子
(2.3.37)より，

P
e7→

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 P
e′7→

1 0 1/2
0 1/2 0
0 0 1/4

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

1 0 −2
0 2 0
0 0 4

 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1


(2.3.66)

==============================================

2.4 固有値問題
2.4.1 固有値・固有ベクトル・固有空間
線形空間 V における線形変換 X̂について，

X̂ |p〉 = ξ |p〉 (2.4.1)

を満たす複素数 ξと 0でないベクトル |p〉が存在するとき，ξを X̂の固有値， |p〉
を X̂ の固有値 ξに属する固有ベクトルという50。このとき，ある固有値 ξに属す
る固有ベクトルの全体と 0を合わせたベクトルの集合は V の部分空間となる。こ
れを X̂の固有値 ξに対応する固有空間といい，W (ξ)と表す51。W (ξ)は

W (ξ) = ker(X̂ − ξÎ) (2.4.2)

と表すこともできる。また，W (ξ)は明らかに X̂に関する不変部分空間である。つ
まり，

X̂(W (ξ)) ⊆ W (ξ) (2.4.3)

である。X̂の固有値，固有ベクトル，固有空間を決定する問題を固有値問題という。
X̂の固有ベクトルからなる基底をとれるとき，X̂は対角化可能であるという52。

つまり，X̂ |pi〉 = ξi |pi〉を満たす |pi〉からなる基底 p = { |p1〉 , · · · , |pn〉}をとれる
50ここで「属する」という用語を使っているのは，1つの固有値に対して無限個の固有ベクトル
が (2.4.1)を満たすからです。つまり，固有値を 1つ決めても固有ベクトルは 1つには決まらない
ことに注意が必要です。

51ここで「対応する」という用語を使っているのは，1つの固有値に対して 1つの固有空間が決
まるからです。

52線形変換が対角化可能でない場合もあり，そのときはジョルダン標準形の理論が必要となりま
す。ジョルダン標準形の理論はかなり難しいという理由と，物理の問題にはあまり現れないという
理由から，本書では扱わないことにします。

70



とすると，基底 pの双対基底を π = { 〈π1| , · · · , 〈πn|}として，基底 pによる X̂の
行列表現 Ξは，

Ξ = [ π |X̂| p ] =

ξ1 O
. . .

O ξn

 (2.4.4)

と対角行列となる。したがって，基底e = { |e1〉 , · · · , |en〉}から基底p = { |p1〉 , · · · , |pn〉}
への基底変換の行列を P とする，つまり，P = [ ε | p ] = [p1 · · · pn ]とすると，

Ξ = P−1XP (2.4.5)

である。すなわち，基底 eによる X̂ の行列表現X が必ずしも対角行列ではなく
ても，これを変換して得られる基底 pによる X̂ の行列表現 Ξは対角行列となる。
(2.3.30)のところで述べたように，X̂が対角化可能であることは V を X̂に関する
1次元不変部分空間による直和として表すことができると言い換えてもよい。つ
まり，

V = W (ξ1)+̇ · · · +̇W (ξn) (2.4.6)

である。

2.4.2 スペクトル分解と固有射影
線形変換 X̂ が対角化可能であるとき，X̂ の固有ベクトルからなる基底を p =

{ |p1〉 , · · · , |pn〉}，その双対基底を π = { 〈π1| , · · · , 〈πn|}とすると，基底 pに関す
る完全性関係は

Î = |p1〉〈π1|+ · · ·+ |pn〉〈πn| (2.4.7)

である。したがって，(2.4.7)の左から X̂を掛けて，X̂ |pi〉 = ξi |pi〉とすると，

X̂ = ξ1 |p1〉〈π1|+ · · ·+ ξn |pn〉〈πn| (2.4.8)

と表せる。このとき，
X̂k = ξk1 |p1〉〈π1|+ · · ·+ ξkn |pn〉〈πn| (kは正の整数)

X̂−1 =
1

ξ1
|p1〉〈π1|+ · · ·+

1

ξn
|pn〉〈πn| (ξiはすべて零でない)

(2.4.9)
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である。また， 〈πi|pj〉 = δijより，(2.4.8)の左から 〈πi|を掛けると，

〈πi| X̂ = ξi 〈πi| (2.4.10)

を得る。
X̂の相異なる固有値を ξ(1), · · · , ξ(r)，これらに対応する固有空間をW(1), · · · ,W(r)

とし，k = 1, · · · , rについてW(k)への固有射影 P̂(k)を

P̂(k) =
∑

|pi⟩∈W(k)

|pi〉〈πi| (2.4.11)

とおくと，

X̂P̂(k) = P̂(k)X̂ = ξ(k)P̂(k) (2.4.12)

が成り立つ。P̂(k)を用いると，(2.4.7)および (2.4.8)は

Î = P̂(1) + · · ·+ P̂(r) (2.4.13)

および

X̂ = ξ(1)P̂(1) + · · ·+ ξ(r)P̂(r) (2.4.14)

と表せる。(2.4.8)あるいは (2.4.14)を X̂のスペクトル分解という。また，P̂(k)に
ついて固有射影公式

P̂(k) =
(X̂ − ξ(1)Î) · · · (X̂ − ξ(k−1)Î)(X̂ − ξ(k+1)Î) · · · (X̂ − ξ(r)Î)
(ξ(k) − ξ(1)) · · · (ξ(k) − ξ(k−1))(ξ(k) − ξ(k+1)) · · · (ξ(k) − ξ(r))

(2.4.15)

が成り立つ53。(2.4.15)より，P̂(k)は X̂の r− 1次の多項式であることがわかる54。
[ (2.4.15)の証明 ] (2.4.15)の右辺の分子は X̂ − ξ(k)Îを除く r− 1個の X̂ − ξ(l)Îの
積である。また，(2.4.13)と (2.4.14)より，X̂− ξ(l)Îは P̂(l)を除く r− 1個の固有射
影のスカラー倍の和である。したがって，(2.4.15)の右辺の分子を展開したとき，
異なる固有射影の積を含む項はすべて消え，P̂(k)の項だけが残る。この項の係数
は (2.4.15)の右辺の分母と一致するから，約分すると P̂(k)が残る。 ■

53本書では (2.4.15)を固有射影公式とよぶことにします。
54X̂ が対角化可能でない場合でも，広義固有空間による直和分解とそれに対応する射影の組を考
えると，広義固有空間への射影は X̂ の多項式であることを示せます。これについては参考文献 [4]
の第 10章を参照してください。
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2.4.3 同時対角化
線形変換 X̂，Ŷ がともに対角化可能であるとき，これらのスペクトル分解を

X̂ = ξ(1)P̂(1) + · · ·+ ξ(r)P̂(r)

Ŷ = η(1)Q̂(1) + · · ·+ η(s)Q̂(s)

(2.4.16)

とする。ここで，k = 1, · · · , rとして，ξ(k)は X̂の相異なる固有値であり，P̂(k)は
固有値 ξ(k)に対応する固有空間WX(ξ(k))への固有射影である。l = 1, · · · , sとし
て，Ŷ の固有値 η(l)，固有射影 Q̂(l)，固有空間WY (η(l))についても同様に定義する。
このとき，

[ X̂, Ŷ ] = 0̂ ⇔ X̂とŶ は同時対角化可能 (2.4.17)

である。つまり，X̂ と Ŷ の共通の固有ベクトルからなる基底をとることができ，
この基底による X̂，Ŷ の行列表現はともに対角行列となる。
[ (2.4.17)の証明 ] (2.4.15)より，P̂(k)は X̂の多項式であり，また，Q̂(l)は Ŷ の多
項式である。したがって，[ X̂, Ŷ ] = 0̂ならば，[ P̂(k), Q̂(l) ] = 0̂である。その結果，
P̂(k)Q̂(l)はWX(ξ(k)) ∩WY (η(l))への射影となる。つまり，

Î = P̂(1)Q̂(1) + · · ·+ P̂(r)Q̂(s) (2.4.18)

V = WX(ξ(1)) ∩WY (η(1))+̇ · · · +̇WX(ξ(r)) ∩WY (η(s)) (2.4.19)

(P̂(k)Q̂(l))
2 = P̂(k)Q̂(l) (P̂(k)Q̂(l))(P̂(k′)Q̂(l′)) = 0̂ (k 6= k′ or l 6= l′) (2.4.20)

である。このとき，X̂，Ŷ のスペクトル分解は

X̂ =
r∑

k=1

s∑
l=1

ξ(k)P̂(k)Q̂(l) Ŷ =
r∑

k=1

s∑
l=1

η(l)P̂(k)Q̂(l) (2.4.21)

であり，WX(ξ(k)) ∩WY (η(l))から選んだベクトルからなる基底による X̂，Ŷ の行
列表現はともに対角行列となる。 ■
==============================================

補足・計算例 25.
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非可換な線形変換
xy平面上の点全体のなす線形空間における非可換な線形変換の例として 2つの鏡映 M̂αと M̂β を
図 2.4に示す55。

図 2.4: 可換でない 2つの鏡映

==============================================

2.4.4 固有多項式
n次元線形空間 V における線形変換 X̂に対して，ξの n次多項式

det(X̂ − ξÎ) (2.4.22)

を X̂の固有多項式という。また，

det(X̂ − ξÎ) = 0 (2.4.23)

を X̂ の固有方程式という。X̂ の固有値は，(X̂ − ξÎ) |p〉 = 0が |p〉 = 0以外の解
をもつ，つまり，X̂ − ξÎが正則とならないような ξの値として決まるから，X̂の

55この例の M̂αは水平方向の鏡映面 αに関する鏡映で，M̂β は水平に対して反時計回りに π/4だ
け傾いた鏡映面 βに関する鏡映です。実は，これらの積 M̂αM̂β はベクトルを時計回りに π/2だけ
回転する線形変換になっています。一方，M̂βM̂αはベクトルを反時計回りに π/2だけ回転する線
形変換です。したがって，M̂αM̂β 6= M̂βM̂α，つまり，[ M̂α, M̂β ] 6= 0̂です。
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固有方程式 (2.4.23)の根である。X̂ − ξÎは正則でないから，dimker(X̂ − ξÎ) ≥ 1

である。したがって，

任意の線形変換は少なくとも 1つの固有ベクトルをもつ (2.4.24)

ことがわかる。代数学の基本定理により，固有多項式 (2.4.22)は

det(X̂ − ξÎ) = (−1)n(ξ − ξ(1))m1 · · · (ξ − ξ(r))mr (2.4.25)

と因数分解できる。ここで，ξ(1), · · · , ξ(r)は X̂の相異なる固有値である。また，mk

は固有値 ξ(k)の代数的重複度であり，m1 + · · ·+mr = nを満たす。このとき，ξ(k)
に対応する X̂の固有空間をW (ξ(k))とすると，

X̂は対角化可能 ⇔ dimW (ξ(k)) = mk (k = 1, · · · , r) (2.4.26)

である。つまり，それぞれのW (ξ(k))においてmk個の線形独立なベクトルを選ぶ
ことができれば，X̂ の固有ベクトルからなる V の基底をとれる。(2.4.26)におい
て，dimW (ξ(k)) = mkが成り立つかどうかをみるには，W (ξ(k)) = ker(X̂ − ξ(k)Î)
より，

dimW (ξ(k)) = dimker(X̂ − ξ(k)Î) = n− rank(X̂ − ξ(k)Î) (2.4.27)

であるから，rank(X̂ − ξ(k)Î) = n−mkが成り立つかどうかを調べればよい。
==============================================

補足・計算例 26.

固有値問題 (対角化可能な場合)
対角化可能な線形変換についての 4つの例を示す。例 1と例 3は固有値に重根がない場合であり，
例 2と例 4は固有値に重根がある場合である。表現はある基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}によるものと
する。なお，例 1(2)，例 2(2)の P の逆行列 P−1の計算については補足・計算例 9の (1.3.37)を，ま
た，例 3(2)，例 4(2)の P の逆行列 P−1の計算については補足・計算例 13の例 1 (1.4.14)-(1.4.16)
を参照せよ。

例 1：固有値に重根がない場合

X =

[
6 −2
6 −1

]
(2.4.28)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

[
6− ξ −2
6 −1− ξ

]
= (6− ξ)(−1− ξ)− (−2) · 6 = ξ2 − 5ξ + 6

= (ξ − 2)(ξ − 3) = 0 ∴ ξ1 = 2, ξ2 = 3 ⇒ ξ(1) = 2, ξ(2) = 3

(2.4.29)
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・ξ = ξ(1)(= 2)のとき

(X − ξ(1)I)c =

[
6− 2 −2
6 −1− 2

][
c1
c2

]
=

[
4 −2
6 −3

][
c1
c2

]
=

[
4c1 − 2c2
6c1 − 3c2

]
=

[
0
0

]
∴ p1 =

[
1
2

]
(2.4.30)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (2.4.31)

・ξ = ξ(2)(= 3)のとき

(X − ξ(2)I)c =

[
6− 3 −2
6 −1− 3

][
c1
c2

]
=

[
3 −2
6 −4

][
c1
c2

]
=

[
3c1 − 2c2
6c1 − 4c2

]
=

[
0
0

]
∴ p2 =

[
2
3

]
(2.4.32)

W(2) = span(p2) dimW(2) = 1 (2.4.33)

(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 ] =

[
1 2
2 3

]
⇒ P−1 =

[
−3 2
2 −1

]
=

[
π1

π2

]
∴
{
π1 = [ −3 2 ]

π2 = [ 2 − 1 ]
(2.4.34)

P(1) = p1π1 =

[
1
2

]
[ −3 2 ] =

[
−3 2
−6 4

]
P(2) = p2π2 =

[
2
3

]
[ 2 − 1 ] =

[
4 −2
6 −3

] (2.4.35)

X = ξ1p1π1 + ξ2p2π2 = ξ(1)P(1) + ξ(2)P(2) = 2

[
−3 2
−6 4

]
+ 3

[
4 −2
6 −3

]
(2.4.36)

(3)固有射影公式

P(1) =
X − ξ(2)I
ξ(1) − ξ(2)

=
1

2− 3

([
6 −2
6 −1

]
− 3

[
1 0
0 1

])
=

[
−3 2
−6 4

]
P(2) =

X − ξ(1)I
ξ(2) − ξ(1)

=
1

3− 2

([
6 −2
6 −1

]
− 2

[
1 0
0 1

])
=

[
4 −2
6 −3

] (2.4.37)

例 2：固有値に重根がある場合56

X =

[
2 0
0 2

]
(2.4.38)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

[
2− ξ 0
0 2− ξ

]
= (ξ − 2)2 ∴ ξ1 = 2, ξ2 = 2 ⇒ ξ(1) = 2 (重根)

(2.4.39)

56固有値が重根でない場合 (固有空間が 1次元)に比べて，固有値が重根の場合 (固有空間が 2次
元以上)は固有ベクトルを選ぶ際の自由度が一挙に増えることに注意しましょう。そのことをはっ
きり認識してもらえるように，例 2では敢えて固有ベクトルとして標準基底ではないものを選んで
います。
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・ξ = ξ(1)(= 2 (重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

[
2− 2 0
0 2− 2

][
c1
c2

]
=

[
0 0
0 0

][
c1
c2

]
=

[
0
0

]
∴ p1 =

[
1
2

]
p2 =

[
2
3

]
(2.4.40)

W(1) = span(p1,p2) dimW(1) = 2 (2.4.41)

(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 ] =

[
1 2
2 3

]
⇒ P−1 =

[
−3 2
2 −1

]
=

[
π1

π2

]
∴
{
π1 = [ −3 2 ]

π2 = [ 2 − 1 ]
(2.4.42)

P(1) = p1π1 + p2π2 =

[
1
2

]
[ −3 2 ]+

[
2
3

]
[ 2 − 1 ] =

[
−3 2
−6 4

]
+

[
4 −2
6 −3

]
=

[
1 0
0 1

]
(2.4.43)

X = ξ1p1π1 + ξ2p2π2 = ξ(1)P(1) = 2

[
1 0
0 1

]
(2.4.44)

(3)固有射影公式の適用なし

例 3：固有値に重根がない場合

X =

 2 4 −3
−1 9 −5
−2 10 −5

 (2.4.45)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

2− ξ 4 −3
−1 9− ξ −5
−2 10 −5− ξ

 = (2− ξ)(9− ξ)(−5− ξ) + 70− 48ξ + 26

= (2− ξ)((9− ξ)(−5− ξ) + 48) = (2− ξ)(ξ2 − 4ξ + 3) = −(ξ − 1)(ξ − 2)(ξ − 3) = 0

∴ ξ1 = 1, ξ2 = 2, ξ3 = 3 ⇒ ξ(1) = 1, ξ(2) = 2, ξ(3) = 3

(2.4.46)

・ξ = ξ(1)(= 1)のとき

(X − ξ(1)I)c =

2− 1 4 −3
−1 9− 1 −5
−2 10 −5− 1

c1c2
c3

 =

 1 4 −3
−1 8 −5
−2 10 −6

c1c2
c3

 =

 c1 + 4c2 − 3c3
−c1 + 8c2 − 5c3
−2c1 + 10c2 − 6c3


=

00
0

 ∴ p1 =

12
3


(2.4.47)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (2.4.48)
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・ξ = ξ(2)(= 2)のとき

(X − ξ(2)I)c =

2− 2 4 −3
−1 9− 2 −5
−2 10 −5− 2

c1c2
c3

 =

 0 4 −3
−1 7 −5
−2 10 −7

c1c2
c3

 =

 4c2 − 3c3
−c1 + 7c2 − 5c3
−2c1 + 10c2 − 7c3


=

00
0

 ∴ p2 =

13
4


(2.4.49)

W(2) = span(p2) dimW(2) = 1 (2.4.50)

・ξ = ξ(3)(= 3)のとき

(X − ξ(3)I)c =

2− 3 4 −3
−1 9− 3 −5
−2 10 −5− 3

c1c2
c3

 =

−1 4 −3
−1 6 −5
−2 10 −8

c1c2
c3

 =

 −c1 + 4c2 − 3c3
−c1 + 6c2 − 5c3
−2c1 + 10c2 − 8c3


=

00
0

 ∴ p3 =

11
1


(2.4.51)

W(3) = span(p3) dimW(3) = 1 (2.4.52)

(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 p3 ] =

1 1 1
2 3 1
3 4 1

 ⇒ P−1 =

 1 −3 2
−1 2 −1
1 1 −1

 =

π1

π2

π3

 ∴


π1 = [ 1 − 3 2 ]

π2 = [ −1 2 − 1 ]

π3 = [ 1 1 − 1 ]

(2.4.53)

P(1) = p1π1 =

12
3

[ 1 − 3 2 ] =

1 −3 2
2 −6 4
3 −9 6


P(2) = p2π2 =

13
4

[ −1 2 − 1 ] =

−1 2 −1
−3 6 −3
−4 8 −4


P(3) = p3π3 =

11
1

[ 1 1 − 1 ] =

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1


(2.4.54)

X = ξ1p1π1 + ξ2p2π2 + ξ3p3π3 = ξ(1)P(1) + ξ(2)P(2) + ξ(3)P(3)

= 1

1 −3 2
2 −6 4
3 −9 6

+ 2

−1 2 −1
−3 6 −3
−4 8 −4

+ 3

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1

 (2.4.55)
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(3)固有射影公式

P(1) =
(X − ξ(2)I)(X − ξ(3)I)
(ξ(1) − ξ(2))(ξ(1) − ξ(3))

=
1

2

 0 4 −3
−1 7 −5
−2 10 −7

−1 4 −3
−1 6 −5
−2 10 −8

 =

1 −3 2
2 −6 4
3 −9 6


P(2) =

(X − ξ(1)I)(X − ξ(3)I)
(ξ(2) − ξ(1))(ξ(2) − ξ(3))

= −

 1 4 −3
−1 8 −5
−2 10 −6

−1 4 −3
−1 6 −5
−2 10 −8

 =

−1 2 −1
−3 6 −3
−4 8 −4


P(3) =

(X − ξ(1)I)(X − ξ(2)I)
(ξ(3) − ξ(1))(ξ(3) − ξ(2))

=
1

2

 1 4 −3
−1 8 −5
−2 10 −6

 0 4 −3
−1 7 −5
−2 10 −7

 =

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1


(2.4.56)

例 4：固有値に重根がある場合

X =

3 1 −1
1 3 −1
1 1 1

 (2.4.57)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

3− ξ 1 −1
1 3− ξ −1
1 1 1− ξ

 = (3− ξ)2(1− ξ)− 2 + 2(3− ξ)− (1− ξ)

= (3− ξ)2(1− ξ) + 3− ξ = (3− ξ)((3− ξ)(1− ξ) + 1) = −(ξ − 2)2(ξ − 3) = 0

∴ ξ1 = 2, ξ2 = 2, ξ3 = 3 ⇒ ξ(1) = 2 (重根), ξ(2) = 3

(2.4.58)

・ξ = ξ(1)(= 2 (重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

3− 2 1 −1
1 3− 2 −1
1 1 1− 2

c1c2
c3

 =

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1

c1c2
c3

 =

c1 + c2 − c3
c1 + c2 − c3
c1 + c2 − c3


=

00
0

 ∴ p1 =

12
3

 p2 =

13
4

 (2.4.59)

W(1) = span(p1,p2) dimW(1) = 2 (2.4.60)

・ξ = ξ(2)(= 3)のとき

(X − ξ(2)I)c =

3− 3 1 −1
1 3− 3 −1
1 1 1− 3

c1c2
c3

 =

0 1 −1
1 0 −1
1 1 −2

c1c2
c3

 =

 c2 − c3
c1 − c3

c1 + c2 − 2c3


=

00
0

 ∴ p3 =

11
1

 (2.4.61)

W(2) = span(p3) dimW(2) = 1 (2.4.62)
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(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 p3 ] =

1 1 1
2 3 1
3 4 1

 ⇒ P−1 =

 1 −3 2
−1 2 −1
1 1 −1

 =

π1

π2

π3

 ∴


π1 = [ 1 − 3 2 ]

π2 = [ −1 2 − 1 ]

π3 = [ 1 1 − 1 ]

(2.4.63)

P(1) = p1π1 + p2π2 =

12
3

[ 1 − 3 2 ]+

13
4

[ −1 2 − 1 ]

=

1 −3 2
2 −6 4
3 −9 6

+

−1 2 −1
−3 6 −3
−4 8 −4

 =

 0 −1 1
−1 0 1
−1 −1 2


P(2) = p3π3 =

11
1

[ 1 1 − 1 ] =

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1


(2.4.64)

X = ξ1p1π1 + ξ2p2π2 + ξ3p3π3 = ξ(1)P(1) + ξ(2)P(2)

= 2

 0 −1 1
−1 0 1
−1 −1 2

+ 3

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1

 (2.4.65)

(3)固有射影公式

P(1) =
X − ξ(2)I
ξ(1) − ξ(2)

=
1

2− 3

3 1 −1
1 3 −1
1 1 1

− 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 0 −1 1
−1 0 1
−1 −1 2


P(2) =

X − ξ(1)I
ξ(2) − ξ(1)

=
1

3− 2

3 1 −1
1 3 −1
1 1 1

− 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

1 1 −1
1 1 −1
1 1 −1

 (2.4.66)

固有値問題 (対角化可能でない場合)
対角化可能でない行列の例を以下に示す。特に，例 5は最も簡単な対角化可能でない行列の例であ
り，対角化可能な場合の例 2との相違に注意せよ。表現はある基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}によるも
のとする。

例 5：対角化可能でない 2次正方行列

X =

[
2 1
0 2

]
(2.4.67)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

[
2− ξ 1
0 2− ξ

]
= (ξ − 2)2 = 0 ∴ ξ1 = 2, ξ2 = 2 ⇒ ξ(1) = 2 (重根)

(2.4.68)
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・ξ = ξ(1)(= 2 (重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

[
0 1
0 0

][
c1
c2

]
=

[
c2
0

]
=

[
0
0

]
∴ p1 =

[
1
0

]
(2.4.69)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (2.4.70)

固有値 ξ(1) の代数的重複度m1 はm1 = 2であるのに対し，ξ(1) に対応する固有空間W(1) の次元
は dimW(1) = 1である。したがって，dimW(1) < m1であるから，この例の行列X は対角化可能
でない。

例 6：高々 2次の多項式全体のなす線形空間における微分演算子の行列表現 (2.3.35)

X =

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 (2.4.71)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

−ξ 1 0
0 −ξ 2
0 0 −ξ

 = −ξ3 = 0

∴ ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ3 = 0 ⇒ ξ(1) = 0 (3重根)

(2.4.72)

・ξ = ξ(1)(= 0 (3重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

0 1 0
0 0 2
0 0 0

c1c2
c3

 =

 c22c3
0

 =

00
0

 ∴ p1 =

10
0

 (2.4.73)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (2.4.74)

固有値 ξ(1) の代数的重複度m1 はm1 = 3であるのに対し，ξ(1) に対応する固有空間W(1) の次元
は dimW(1) = 1である。したがって，dimW(1) < m1であるから，この例の行列X は対角化可能
でない57。

例 7：高々 2次の多項式全体のなす線形空間における並進演算子の行列表現 (2.3.36)(c 6= 0とする)

X =

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 (2.4.75)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

1− ξ −c c2

0 1− ξ −2c
0 0 1− ξ

 = (1− ξ)3 = 0

∴ ξ1 = 1, ξ2 = 1, ξ3 = 1 ⇒ ξ(1) = 1 (3重根)

(2.4.76)

57微分演算子に−iℏを掛けたもの (ℏはプランク定数 hを 2πで割った定数)は量子力学で運動量
を表す演算子として重要な役割を果たしますが，どのような関数のなす線形空間で考えているかに
よって対角化可能となることもならないこともあります。
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・ξ = ξ(1)(= 1 (3重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

0 −c c2

0 0 −2c
0 0 0

c1c2
c3

 =

−cc2 + c2c3
−2cc3

0

 =

00
0

 ∴ p1 =

10
0

 (2.4.77)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (2.4.78)

固有値 ξ(1) の代数的重複度m1 はm1 = 3であるのに対し，ξ(1) に対応する固有空間W(1) の次元
は dimW(1) = 1である。したがって，dimW(1) < m1であるから，この例の行列X は対角化可能
でない。

同時対角化
対角化可能な 2つの線形変換の同時対角化についての例を示す。例 8は同時対角化可能な場合につい
ての，例 9は同時対角化可能でない場合についてのものである。表現はある基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}
によるものとする。

例 8：同時対角化可能な場合

X =

[
6 −2
6 −1

]
Y =

[
7 −2
6 0

]
(2.4.79)

[X,Y ] = XY − Y X =

[
6 −2
6 −1

][
7 −2
6 0

]
−
[
7 −2
6 0

][
6 −2
6 −1

]
=

[
30 −12
36 −12

]
−
[
30 −12
36 −12

]
=

[
0 0
0 0

]
∴ X と Y は可換

(2.4.80)

p1 =

[
1
2

]
p2 =

[
2
3

]
⇒ Xp1 = 2p1 Xp2 = 3p2 Y p1 = 3p1 Y p2 = 4p2 (2.4.81)

この例のX と Y は可換であるため，X と Y の共通の固有ベクトルからなる基底 p = {p1,p2}を
とれる58。

例 9：同時対角化可能でない場合

X =

[
6 −2
6 −1

]
Y =

[
1 0
0 2

]
(2.4.82)

[X,Y ] = XY − Y X =

[
6 −2
6 −1

][
1 0
0 2

]
−
[
1 0
0 2

][
6 −2
6 −1

]
=

[
6 −4
6 −2

]
−
[
6 −2
12 −2

]
=

[
0 −2
−6 0

]
6=
[
0 0
0 0

]
∴ X と Y は可換でない

(2.4.83)

p1 =

[
1
2

]
p2 =

[
2
3

]
⇒ Xp1 = 2p1 Xp2 = 3p2 Y p1 = 5p1 − 2p2 Y p2 = 6p1 − 2p2

(2.4.84)

58したがって，基底 pによる線形変換 X̂，Ŷ の行列表現はともに対角行列になります。
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q1 =

[
1
0

]
q2 =

[
0
1

]
⇒ Xq1 = 6q1 + 6q2 Xq2 = −2q1 − q2 Y q1 = q1 Y q2 = 2q2

(2.4.85)

この例のX と Y は可換でないため，X と Y の共通の固有ベクトルからなる基底をとれない。

射影の和
射影の和が射影となるための必要十分条件について述べる。線形変換 X̂ が射影のとき，つまり，
X̂2 = X̂ のとき，その固有値は 0と 1である。固有値 0に対応する固有空間は ker X̂ である。固
有値 1に対応する固有空間は im X̂ であり，dim im X̂ = tr X̂ である。これら射影の固有値・固有
空間についての性質と部分空間の直和についての性質から，射影の和について以下の定理が成り立
つ。P̂(1), · · · , P̂(s) を射影とするとき，

(1) P̂(1) + · · ·+ P̂(s)は射影 ⇔ (2) P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l) (2.4.86)

が成り立つ。
[ (2.4.86)の証明 ]まず，(1)⇒ (2)を示す。P̂ = P̂(1)+ · · ·+ P̂(s)，W = im P̂，W(k) = im P̂(k) (k =

1, · · · , s)とおく。dimW = tr P̂，dimW(k) = tr P̂(k) である。一方，tr P̂ = tr P̂(1) + · · ·+ tr P̂(s)

より，dimW = dimW(1) + · · ·+ dimW(s)となるから，W =W(1)+̇ · · · +̇W(s)である。したがっ
て，W(k) ∩W(l) = {0} (k 6= l)，つまり，P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l)である59。次に，(2) ⇒ (1)を示す。
P̂ 2
(k) = P̂(k) および P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l)より (P̂(1) + · · ·+ P̂(s))

2 = P̂(1) + · · ·+ P̂(s) は明らかに成
り立つ。 ■
==============================================

2.5 線形写像
2.5.1 線形写像とその行列表現
n次元線形空間V からm次元線形空間W への写像 X̂が，V のベクトル |a〉，|b〉，

スカラー λに対し，

X̂( |a〉+ |b〉) = X̂ |a〉+ X̂ |b〉 X̂(λ |a〉) = λX̂( |a〉) (2.5.1)

を満たすとき，X̂を線形写像という。X̂ |a〉の全体はW の部分空間をなす。これ
を X̂の像といい，im X̂あるいは X̂(V )と表す。一方，X̂ |a〉 = 0となる |a〉の全体
は V の部分空間をなす。これを X̂の核といい，ker X̂と表す。dim im X̂を X̂の階
数といい，rank X̂と表す。像と核の次元について，dimV = dim im X̂+dimker X̂

59この証明はW の次元 dimW = tr P̂ が有限であることを用いているため，W が無限次元の場
合には使えません。
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が成り立つ。これを次元定理という。dimV = dimW = rank X̂のとき X̂は V か
らW への全単射であり，X̂ には逆写像 X̂−1が存在する。つまり，X̂−1X̂ = ÎV，
X̂X̂−1 = ÎW である。このとき，X̂ は可逆あるいは可逆写像であるという。V の
基底，双対基底を e = { |e1〉 , · · · , |en〉}，ε = { 〈ε1| , · · · , 〈εn|}とし，W の基底，双
対基底を f = { |f1〉 , · · · , |fm〉}，φ = { 〈φ1| , · · · , 〈φm|}とすると，

In = [ ε | e ] ÎV = | e ][ ε | Im = [φ | f ] ÎW = | f ][φ | (2.5.2)

が成り立つ。ここで，In，Imは n次，m次の単位行列であり，ÎV，ÎW は V，W
の恒等変換である。また，基底 e，f による X̂の行列表現Xとすると，

X = [φ |X̂| e ] X̂ = | f ]X[ ε | (2.5.3)

が成り立つ。

2.5.2 線形写像の行列表現の標準形
V，W において基底変換 | e′ ] = | e ]P，| f ′ ] = | f ]Qを行うと，[ ε′ | = P−1[ ε |，

[φ′ | = Q−1[φ |より [φ′ |X̂| e′ ] = Q−1[φ |X̂| e ]P であるから，X̂の行列表現の変
換則は

X ′ = Q−1XP (2.5.4)

となる。P を適当に選ぶことにより，X ′が列簡約階段形になるように変換できる。
また，Qを適当に選ぶことにより，X ′が行簡約階段形になるように変換できる。
したがって，P とQを適当に選ぶことにより，X ′が標準形になるように変換でき
る60。ここで，標準形とは列簡約階段形かつ行簡約階段形のことであり，rを X̂の
階数，つまり，r = rank X̂として，[

Ir Or,n−r

Om−r,r Om−r,n−r

]
(2.5.5)

のような行列の形をいう。X ′ が標準形となるようにするには，以下のような手
続きで基底 e′，f ′ を選ぶ。まず，V の基底 e′ については，n − r 個のベクトル

60線形変換の場合，P = Qという制限があるため，行列表現を標準形どころか対角形に変換す
ることさえいつも可能というわけではありません。一方，線形写像の場合，P と Qを独立に選べ
るならば，行列表現を標準形に変換することはいつでも可能です。なお，例 1，例 2で示されてい
るように，P，Qは一意的には決まらないことに注意しましょう。
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|e′r+1〉 , · · · , |e′n〉を ker X̂ から選び，これに r個のベクトル |e′1〉 , · · · , |e′r〉を付け
加えて V の基底となるようにする。次に，W の基底 f ′については，はじめの r

個のベクトルを |f ′
i〉 = X̂ |e′i〉 (i = 1, · · · , r)とおき，これにm − r個のベクトル

|f ′
r+1〉 , · · · , |f ′

m〉を付け加えてW の基底となるようにする。このように選んだ基
底 e′，f ′による X̂の行列表現X ′は標準形となる。
==============================================

補足・計算例 27.

行列表現の標準形61

4次元線形空間 V から 3次元線形空間W への線形写像 X̂が V の基底 e = { |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 , |e4〉}，
W の基底 f = { |f1〉 , |f2〉 , |f3〉}によって

X =

 1 0 0 −5
−2 1 4 10
0 6 24 0

 (2.5.6)

と表現されているとする。X を標準形にする基底変換 | e′ ] = | e ]P，| f ′ ] = | f ]Qを求める計算
の例を 2通りの場合について以下に示す。例 1は行基本変形，列基本変形の順で変形を行った場
合で，例 2は列基本変形，行基本変形の順で変形を行った場合である。なお，例 1(1)，例 2(2)の
Q−1 から Qを求める計算については，補足・計算例 13の例 3 (1.4.20)，例 4 (1.4.23)の逆行列の
計算を参照せよ。

例 1：行基本変形→列基本変形
(1) 行基本変形による Qの計算 (Q−1X が行簡約階段形になるように変形)62

[X | I3 ] =

 1 0 0 −5 1 0 0
−2 1 4 10 0 1 0
0 6 24 0 0 0 1

 ②+=2×①−−−−−−→

1 0 0 −5 1 0 0
0 1 4 0 2 1 0
0 6 24 0 0 0 1


③+=−6×②−−−−−−−→

1 0 0 −5 1 0 0
0 1 4 0 2 1 0
0 0 0 0 −12 −6 1

 = [Q−1X |Q−1 ] ∴ rank X̂ = 2

(2.5.7)

∴ Q−1 =

 1 0 0
2 1 0
−12 −6 1

 ⇒ Q =

 1 0 0
−2 1 0
0 6 1

 (2.5.8)

61行列表現の標準形と基底変換の行列 P，Qを求める計算については，参考文献 [5]の第 3章例
題 3(p.35)と第 5章例題 14(p.88)が参考になります。

62例 1(1)の計算は，Q−1[X | I3 ] = [Q−1X |Q−1I3 ] = [Q−1X |Q−1 ]と書けばわかるように，
ブロック分割を用いているとして理解することができます。例 1(2)の計算も同様にブロック分割
を用いているとして理解できます。
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(2) 列基本変形による P の計算

Q−1X

I4

 =



1 0 0 −5
0 1 4 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


④+=5×①−−−−−−→



1 0 0 0
0 1 4 0
0 0 0 0
1 0 0 5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



③+=−4×②−−−−−−−→



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 5
0 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1


=

Q−1XP

P

 =

X ′

P


(2.5.9)

∴ P =


1 0 0 5
0 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.5.10)

(3) X を標準形X ′ にする基底変換 | e′ ] = | e ]P，| f ′ ] = | f ]Q

[ |e′1〉 |e′2〉 |e′3〉 |e′4〉 ] = [ |e1〉 |e2〉 |e3〉 |e4〉 ]P ⇒


|e′1〉 = |e1〉
|e′2〉 = |e2〉
|e′3〉 = −4 |e2〉+ |e3〉
|e′4〉 = 5 |e1〉+ |e4〉

(2.5.11)

X̂ |e′3〉 = X̂ |e′4〉 = 0 span( |e′3〉 , |e′4〉) = ker X̂ (2.5.12)

[ |f ′1〉 |f ′2〉 |f ′3〉 ] = [ |f1〉 |f2〉 |f3〉 ]Q ⇒


|f ′1〉 = |f1〉 − 2 |f2〉
|f ′2〉 = |f2〉+ 6 |f3〉
|f ′3〉 = |f3〉

(2.5.13)

|f ′1〉 = X̂ |e′1〉 |f ′2〉 = X̂ |e′2〉 span( |f ′1〉 , |f ′2〉) = im X̂ (2.5.14)

X ′ = Q−1XP =

 1 0 0
2 1 0
−12 −6 1

 1 0 0 −5
−2 1 4 10
0 6 24 0



1 0 0 5
0 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1



=

1 0 0 −5
0 1 4 0
0 0 0 0



1 0 0 5
0 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


(2.5.15)
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例 2：列基本変形→行基本変形
(1) 列基本変形による P の計算 (XP が列簡約階段形になるように変形)

X
I4

 =



1 0 0 −5
−2 1 4 10
0 6 24 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


④+=5×①−−−−−−→



1 0 0 0
−2 1 4 0
0 6 24 0
1 0 0 5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



①+=2×②−−−−−−→



1 0 0 0
0 1 4 0
12 6 24 0
1 0 0 5
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


=
③+=−4×②−−−−−−−→



1 0 0 0
0 1 0 0
12 6 0 0
1 0 0 5
2 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1


=

XP
P

 ∴ rank X̂ = 2

(2.5.16)

∴ P =


1 0 0 5
2 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.5.17)

(2) 行基本変形による Qの計算

[XP | I3 ] =

 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
12 6 0 0 0 0 1

 ③+=−12×①−−−−−−−−→

1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 6 0 0 −12 0 1


③+=−6×②−−−−−−−→

1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −12 −6 1

 = [Q−1XP |Q−1 ]

(2.5.18)

∴ Q−1 =

 1 0 0
0 1 0
−12 −6 1

 ⇒ Q =

 1 0 0
0 1 0
12 6 1

 (2.5.19)

(3) X を標準形X ′ にする基底変換 | e′ ] = | e ]P，| f ′ ] = | f ]Q

[ |e′1〉 |e′2〉 |e′3〉 |e′4〉 ] = [ |e1〉 |e2〉 |e3〉 |e4〉 ]P ⇒


|e′1〉 = |e1〉+ 2 |e2〉
|e′2〉 = |e2〉
|e′3〉 = −4 |e2〉+ |e3〉
|e′4〉 = 5 |e1〉+ |e4〉

(2.5.20)

X̂ |e′3〉 = X̂ |e′4〉 = 0 span( |e′3〉 , |e′4〉) = ker X̂ (2.5.21)
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[ |f ′1〉 |f ′2〉 |f ′3〉 ] = [ |f1〉 |f2〉 |f3〉 ]Q ⇒


|f ′1〉 = |f1〉+ 12 |f3〉
|f ′2〉 = |f2〉+ 6 |f3〉
|f ′3〉 = |f3〉

(2.5.22)

|f ′1〉 = X̂ |e′1〉 |f ′2〉 = X̂ |e′2〉 span( |f ′1〉 , |f ′2〉) = im X̂ (2.5.23)

X ′ = Q−1XP =

 1 0 0
0 1 0
−12 −6 1

 1 0 0 −5
−2 1 4 10
0 6 24 0



1 0 0 5
2 1 −4 0
0 0 1 0
0 0 0 1


=

 1 0 0
0 1 0
−12 −6 1

 1 0 0 0
0 1 0 0
12 6 0 0

 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


(2.5.24)

==============================================

2.6 同時ブロック対角化
2.6.1 同時ブロック対角化と既約不変部分空間

§2.4.3では，2つの対角化可能な線形変換が互いに可換ならばこれらは同時対角
化可能であることを述べた。ここでは，必ずしも可換とは限らない複数の線形変
換を同じ型のブロック対角行列として表現することについて述べる63。
線形空間 V の 2つの線形変換 X̂，Ŷ を考える64。X̂，Ŷ に関する共通の不変部分

空間の組W(1), · · · ,W(r)によって V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)と直和分解できるならば，

X =

X(1) O
. . .

O X(r)

 Y =

Y(1) O
. . .

O Y(r)

 (2.6.1)

と表せる65。つまり，X̂，Ŷ の行列表現は同時ブロック対角化可能である。それぞ
れのW(k)の次元をできる限り小さくとって，ブロックX(k)，Y(k)の次数をこれ以
上小さくできない場合，W(k)は X̂，Ŷ に関する既約な不変部分空間あるいは既約

63ブロック対角行列については §2.3.2を参照してください。なお，ブロックの次数を考えている
線形空間の次元に一致させれば線形変換の行列表現はすでに単一のブロックからなるブロック対角
行列だといえなくはないですが，個々のブロックの次数をできる限り小さくとることが重要です。

64X̂，Ŷ は対角化可能でない線形変換でも構いません。その場合は広義固有空間による直和分解
とそれに対応する射影の組を考えます。広義固有空間については参考文献を参照してください。

65不変部分空間については §2.2.1を参照してください。
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不変部分空間であるといい，X(k)，Y(k)をW(k)における X̂，Ŷ の既約な行列表現
という66。言い換えると，

X̂，̂Y に関する不変部分空間W(k)に含まれるX̂，̂Y に関する不変部分空間が
{0}とW(k)自身に限るときW(k)はX̂，̂Y に関する既約不変部分空間である

(2.6.2)

という67。X̂，Ŷ に関する不変部分空間W(k)が既約でないとき，W(k)は可約であ
るという。直和分解 V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)に対応する射影の組を P̂(1), · · · , P̂(r)と
し，X̂(k) = P̂(k)X̂，Ŷ(k) = P̂(k)Ŷ とおく68。このとき，X̂，Ŷ に関する不変部分空
間W(k)が可約ならば，W(k)において P̂(k)のスカラー倍以外に X̂(k)，Ŷ(k)と可換な
線形変換が存在する69。あるいは，λを複素数として，

W(k)においてX̂(k)，̂Y(k)と可換な線形変換はλP̂(k)に限る
⇒ W(k)はX̂，̂Y に関する既約不変部分空間である

(2.6.3)

が成り立つ70。より一般に，q個の線形変換の組X = {X̂1, · · · , X̂q}に関する共通
の不変部分空間の組W(1), · · · ,W(r)によって V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)と直和分解でき
るならば，

X1 =

X1(1) O
. . .

O X1(r)

 · · · Xq =

Xq(1) O
. . .

O Xq(r)

 (2.6.4)

と表せる。それぞれのW(k)の次元をできる限り小さくとって，ブロックの次数を
これ以上小さくできない場合，W(k)はXに関する既約な不変部分空間あるいは既
約不変部分空間であるといい，X1(k), · · · , Xq(k)をW(k)における X̂1, · · · , X̂q の既
約な行列表現という。言い換えると，
Xに関する不変部分空間W(k)に含まれるXに関する不変部分空間が
{0}とW(k)自身に限るときW(k)はXに関する既約不変部分空間である (2.6.5)

66第 6章で述べる群の表現を理解するためには，既約不変部分空間と既約な行列表現について
しっかり理解しておく必要があります。

67W(k)が X̂，Ŷ に関する既約不変部分空間であるとは，{0} ⊊ W ⊊W(k)であるような X̂，Ŷ
に関する不変部分空間Wがないということです。

68P̂(1), · · · , P̂(r) は X̂，Ŷ と可換です。つまり，k = 1, · · · , r のすべてに対し P̂(k)X̂ = X̂P̂(k)，
P̂(k)Ŷ = Ŷ P̂(k) です。

69もし P̂(k) = P̂ ′
(k) + P̂ ′′

(k)と分解できるならば，λ′P̂ ′
(k) + λ′′P̂ ′′

(k)は X̂(k)，Ŷ(k)の両方と可換です
が，これは λ′ 6= λ′′ のとき P̂(k) のスカラー倍ではありません。

70正確には X̂(k)，Ŷ(k) は X̂，Ŷ のW(k) への制限とするべきですが，「W(k) における線形変換」
という表現のほうが理解しやすいと思います。なお，P̂(k)のW(k)への制限はW(k)の恒等変換 Î(k)
のことです。
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という71。Xに関する不変部分空間W(k) が既約でないとき，W(k) は可約である
という。直和分解 V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)に対応する射影の組を P̂(1), · · · , P̂(r)とし，
X̂1(k) = P̂(k)X̂1, · · · , X̂q(k) = P̂(k)X̂q とおく72。このとき，Xに関する不変部分空
間W(k)が可約ならば，W(k)において P̂(k)のスカラー倍以外に X̂1(k), · · · , X̂q(k)す
べての線形変換と可換な線形変換が存在する。あるいは，λを複素数として，

W(k)においてX̂1(k), · · · , X̂q(k)すべてと可換な線形変換はλP̂(k)に限る
⇒ W(k)はX = {X̂1, · · · , X̂q}に関する既約不変部分空間である

(2.6.6)

が成り立つ。

2.6.2 シューアの補題
ここでは同時ブロック対角化に関する基本的な定理であるシューアの補題 (2.6.7)，

(2.6.8)について述べる。シューアの補題は第 6章で述べる群の表現において重要
な役割を果たす73。
(2.6.3)の逆，あるいは，より一般に (2.6.6)の逆

W(k)はX = {X̂1, · · · , X̂q}に関する既約不変部分空間である
⇒ W(k)においてX̂1(k), · · · , X̂q(k)すべてと可換な線形変換はλP̂(k)に限る

(2.6.7)

が成り立つ74。
[ (2.6.7)の証明 ] W(k)を不変部分空間とする線形変換 Â(k)がW(k)において X̂1(k),

· · · , X̂q(k)すべてと可換であるとする。これらの線形変換をW(k)を全空間として
考え，簡単のためにW(k)をW，Â(k)を Â，X̂1(k), · · · , X̂q(k)を X̂1, · · · , X̂qと表す。
また，P̂(k)はW においては恒等変換 ÎW であることに注意せよ。X̂pÂ = ÂX̂pよ
り X̂p(ker Â) ⊆ ker Âであるから，ker Âは X̂1, · · · , X̂qに関する不変部分空間であ
る。W は X̂1, · · · , X̂qに関する既約不変部分空間であるから，ker Âは {0}である

71W(k) がXに関する既約不変部分空間であるとは，{0} ⊊ W ⊊ W(k) であるようなXに関す
る不変部分空間Wがないということです。

72P̂(1), · · · , P̂(r)はすべての X̂pと可換です。つまり，任意の k，pについて P̂(k)X̂p = X̂pP̂(k)で
す。

73通常は X̂1, · · · , X̂q が群をなす場合に (2.6.7)，(2.6.8)をシューアの補題とよぶことが多いよう
ですが，本書では X̂1, · · · , X̂q は複数の線形変換の組であるという以外は特に限定せずに (2.6.7)，
(2.6.8)をシューアの補題とよぶことにします。参考文献 [24]の第 3章 §3.1でも同じように述べて
あります。

74(2.6.7)は次に述べる (2.6.8)を用いて証明するほうが論理的にはすっきりするのですが，(2.6.8)
を理解するには線形写像についてある程度理解していることが必要ですので，ここでは線形変換の
知識のみで (2.6.7)を理解できるように説明することにします。
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かW 自身であるかのいずれかである。ker Â = W ならば Â = 0̂である。一方，
ker Â = {0}ならば，ÂはW において正則である。そこで，Âの固有値の 1つを
λとして，Â− λÎW について同様に考える。Â− λÎW は X̂1, · · · , X̂qすべてと可換
であるから，Â− λÎW = 0̂であるか，または，Â− λÎW は正則であるかのいずれ
かである。しかし，λは Âの固有値であるから，Â− λÎW は正則ではない。した
がって，Â− λÎW = 0̂，つまり，Â(k) = λP̂(k)でなければならない。 ■

W(k)，W(l)をX = {X̂1, · · · , X̂q}に関する 2つの既約不変部分空間であるとする。
簡単のために，W(k)をW，W(l)をW ′，̂X1(k), · · · , X̂q(k)をX̂1, · · · , X̂q，̂X1(l), · · · , X̂q(l)

を X̂ ′
1, · · · , X̂ ′

qと表す。M̂ をW からW ′への線形写像とするとき，

M̂X̂p = X̂ ′
pM̂ (p = 1, · · · , q)⇒ M̂ = 0̂またはM̂ は可逆 (2.6.8)

が成り立つ。
[ (2.6.8) の証明 ] M̂ 6= 0̂ とする。 |a〉 ∈ ker M̂ に対して X̂ ′

pM̂ |a〉 = 0 より
M̂X̂p |a〉 = 0である。したがって，X̂p |a〉 ∈ ker M̂であるから，ker M̂は X̂1, · · · , X̂q

に関する不変部分空間である。一方，W は X̂1, · · · , X̂qに関する既約不変部分空間
であるから，ker M̂ は {0}であるかW 自身であるかのいずれかである。しかし，
M̂ 6= 0̂のとき ker M̂ 6= W であるから，ker M̂ = {0}のみが可能である。また，任
意の |a〉 ∈ W に対して X̂ ′

pM̂ |a〉 = M̂X̂p |a〉より X̂ ′
p(im M̂) ⊆ im M̂ であるから，

im M̂は X̂ ′
1, · · · , X̂ ′

qに関する不変部分空間である。一方，W ′は X̂ ′
1, · · · , X̂ ′

qに関す
る既約不変部分空間であるから，im M̂は {0}であるかW ′自身であるかのいずれか
である。しかし，M̂ 6= 0̂のとき im M̂ 6= {0}であるから，im M̂ = W ′のみが可能で
ある。以上より，M̂ 6= 0̂ならば ker M̂ = {0}，im M̂ = W ′より，dimW = dimW ′

であって，M̂ はW からW ′への全単射であることがわかる。このとき，M̂ は可
逆であり，逆写像 M̂−1が存在する。また，W，W ′の基底による X̂p，X̂ ′

p，M̂ の
行列表現をXp，X ′

p，M とするとXp =M−1X ′
pM であり，XpとX ′

pは互いに相似
である。 ■
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第 3章 内積空間

本章では，内積の与えられた線形空間である内積空間について述べ，内積によっ
て定義されるエルミート共役について説明する。また，正規直交基底と正射影に
ついて述べる。これらの準備の下に，正規変換とよばれる特別な線形変換の固有
値問題について述べる。

3.1 内積とエルミート共役
3.1.1 内積・ノルム・計量
線形空間 V の任意の 2つのベクトル |a〉と |b〉に対して 1つの複素数 ( |a〉 , |b〉)

を対応させる演算 ( · , · )が与えられており，この演算が

(1) ( |b〉 , |a〉) = ( |a〉 , |b〉)∗

(2) ( |a〉 , |b〉+ |b′〉) = ( |a〉 , |b〉) + ( |a〉 , |b′〉)
(3) ( |a〉 , λ |b〉) = λ( |a〉 , |b〉)
(4) ( |a〉 , |a〉) ≥ 0 (等号は |a〉 = 0のときに限る)

(3.1.1)

の 4つの性質を満たすとき，( · , · )をV の内積という。線形空間がV であることを
明示する場合は ( · , · )V と表すことにする。( |a〉 , |b〉) = 0のとき |a〉と |b〉は直交
するという。内積の与えられた線形空間を内積空間あるいは計量線形空間という。
内積を用いてベクトルのノルムを

|| |a〉 || =
√

( |a〉 , |a〉) (3.1.2)
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によって定義する1。ノルムについて
(1) |a〉 6= 0⇔ || |a〉 || > 0

(2) || λ |a〉 || = |λ| || |a〉 ||
(3) |( |a〉 , |b〉)| ≤ || |a〉 || || |b〉 || (シュワルツの不等式)

(4) || |a〉+ |b〉 || ≤ || |a〉 ||+ || |b〉 || (三角不等式)

(3.1.3)

が成り立つ2。
V の基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉} に対して，計量Gを n次正方行列

G =

( |e1〉 , |e1〉) · · · ( |e1〉 , |en〉)
...

. . .
...

( |en〉 , |e1〉) · · · ( |en〉 , |en〉)

 (3.1.4)

によって定義する3。Gの (i, j)成分は

gij = ( |ei〉 , |ej〉) (3.1.5)

である。内積の性質 (3.1.1)の (1)より g∗ij = gjiであるから，

G† = G (3.1.6)

が成り立つ。つまり，Gはエルミート行列である。Gを用いると， |a〉 = | e ]aと
|b〉 = | e ]bの内積は，( |a〉 , |b〉) =

∑n
i=1

∑n
j=1 a

∗
i gijbjより，

( |a〉 , |b〉) = a†Gb (3.1.7)

と表せる。Gの性質として，

Gは正則行列である (3.1.8)

ことは基本的である。
[ (3.1.8)の証明 ] 零ベクトルでない任意のベクトル |a〉に対して ( |a〉 , |a〉) > 0で
あるから， |a〉 = | e ]a (a 6= 0)とすると，

( |a〉 , |a〉) = a†Ga > 0 (3.1.9)

1ノルムはベクトルの長さを一般化したものです。
2シュワルツの不等式と三角不等式は §3.2.4で証明します。
3n個のべクトル |a1〉 , · · · , |an〉に対して (i, j)成分が ( |ai〉 , |aj〉)で与えられる n次正方行列

をグラム行列といいます。
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である。よって，零ベクトルでないaに対してGa 6= 0である。したがって，Gを
n次元列ベクトル空間の線形変換としてみたとき kerG = {0}，つまり，rankG = n

であるから，Gは正則行列である。 ■

基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}から基底 e′ = { |e′1〉 , · · · , |e′n〉}への基底変換 | e′ ] =
| e ]P に伴う列ベクトル表現の変換則 (2.3.57)より，a = Pa′である。したがって，
(3.1.7)を ( |a〉 , |b〉) = a′†G′b′と比べると，a† = a′†P †より，この基底変換に伴う
計量の変換則

G′ = P †GP (3.1.10)

を得る4。

3.1.2 ベクトルと線形形式のエルミート共役
ベクトル |a〉 = | e ]aのエルミート共役 |a〉†を 〈a|と表し，

〈a| = a†G[ ε | (3.1.11)

によって定義する5。(3.1.11)は双対基底 εによる行ベクトル表現が a†Gとなるよ
うな線形形式を 〈a|とおくことを意味する。このとき， 〈a|b〉 = a†G[ ε |b〉 = a†Gb

であるから，

( |a〉 , |b〉) = 〈a|b〉 (3.1.12)

が成り立つ。つまり，任意の |b〉に対し 〈a|と |b〉のペアリング 〈a|b〉が |a〉と |b〉
の内積 ( |a〉 , |b〉)と一致するような線形形式を 〈a|と定義するのである6。(3.1.11)

により，

〈ei| = e†
iG[ ε | (3.1.13)

である。e†
i = εiであるから，(3.1.13)の両辺に左から eiを掛けて iについて和を

とると，標準基底に関する完全性関係 (1.3.21)より，

[ e | = G[ ε | (3.1.14)

4(3.1.10)はこの後で示す (3.1.24)から導くほうが直接的でわかりやすいと思います。
5 |a〉を Cから V への線形写像とみて，( |a〉 z, |b〉)V = (z, |a〉† |b〉)C によって |a〉† を定義する

のが統一的かもしれませんが，本書ではわかりやすさを優先して (3.1.11)によって定義することに
します。

6(3.1.12)からわかるように， 〈a|の定義は基底に依存しません。
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を得る。ここで，

[ e | =

 〈e1|...
〈en|

 (3.1.15)

である。線形形式 〈α| = α[ ε |のエルミート共役 〈α|†を |α〉と表し，

|α〉 = | e ]G−1α† (3.1.16)

によって定義する7。(3.1.16)は基底 eによる列ベクトル表現がG−1α†となるよう
なベクトルを |α〉とおくことを意味する。このとき，(3.1.11)より，〈a|α〉 = a†α† =

(αa)∗ = 〈α|a〉∗であるから，

〈α|a〉 = ( |α〉 , |a〉) (3.1.17)

が成り立つ。つまり，任意の |a〉に対し |α〉と |a〉の内積 ( |α〉 , |a〉)が 〈α|と |a〉の
ペアリング 〈α|a〉と一致するようなベクトルを |α〉と定義するのである8。(3.1.16)

により，

|εi〉 = | e ]G−1ε†i (3.1.18)

である。ε†i = eiであるから，(3.1.18)の両辺に右から εiを掛けて iについて和を
とると，標準基底に関する完全性関係 (1.3.21)より，

| ε ] = | e ]G−1 (3.1.19)

を得る。ここで，

| ε ] = [ |ε1〉 · · · |εn〉 ] (3.1.20)

である。[ e |，| ε ]を用いると，(3.1.11)，(3.1.16)は

〈a| = a†[ e | |α〉 = | ε ]α† (3.1.21)

と表せる。(1.1.42)に対応する行列記法を用いると，

| e ]† = [ e | [ ε |† = | ε ] (3.1.22)

7 〈α|を V から Cへの線形写像とみて，( 〈α|a〉 , z)C = ( |a〉 , 〈α|† z)V によって 〈α|†を定義する
のが統一的かもしれませんが，本書ではわかりやすさを優先して (3.1.16)によって定義することに
します。

8(3.1.17)からわかるように， |α〉の定義は基底に依存しません。
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と書ける。 |a〉 = | e ]a，〈α| = α[ ε |であるから，(3.1.22)を用いると (3.1.21)が容
易に得られ，計算の際に有用である。
G−1 を基底変換の行列とみると，(3.1.19) は基底 e からもう一つの基底 ε† =

{ |ε1〉 , · · · , |εn〉}への基底変換を与える。基底 ε†を基底 eの相反基底という9。こ
れら 2組の基底 eと ε†の間の内積について，

( |ei〉 , |εj〉) = δij (3.1.23)

が成り立つ。
[ (3.1.23)の証明 ] (3.1.23)の左辺を計算すると∑n

k=1( |ei〉 , |ek〉 g
−1
kj ) =

∑n
k=1( |ei〉 , |ek〉)g

−1
kj

=
∑n

k=1 gikg
−1
kj = (GG−1)ij = δijを得る。 ■

基底変換の性質 (2.3.45)により，基底 ε†の双対基底は (G−1)−1[ ε | = G[ ε | = [ e |で
ある。この双対基底を e† = { 〈e1| , · · · , 〈en|}と表す。I = [ ε | e ]，Î = | e ][ ε |，お
よび，基底変換の行列の性質 (2.3.43)，(2.3.44)，あるいは，(3.1.14)，(3.1.19)より，

G = [ e | e ] G−1 = [ ε | ε ] (3.1.24)

および

I = [ e | ε ] Î = | ε ][ e | (3.1.25)

が成り立つ。

3.1.3 線形変換のエルミート共役
内積空間 V の線形変換 X̂のエルミート共役 X̂†を

(X̂ |a〉 , |b〉) = ( |a〉 , X̂† |b〉) (3.1.26)

によって定義する10。ここで， |a〉， |b〉は V の任意のベクトルである。(3.1.26)は

〈b|X̂|a〉∗ = 〈a|X̂†|b〉 (3.1.27)

と表すこともできる。X̂ = | e ]X[ ε |より，

X̂† = | ε ]X†[ e | = | e ]G−1X†G[ ε | (3.1.28)

9相対性理論などでは基底を {e1, · · · , en}とするとき相反基底を {e1, · · · , en}と表して用いま
す。

10線形変換のエルミート共役は随伴とよばれることもあります。
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である。したがって，基底 eによる X̂†の行列表現は

[ ε |X̂†| e ] = G−1X†G (3.1.29)

である11。線形変換の和とスカラー倍について

(X̂ + Ŷ )† = X̂† + Ŷ † (λX̂)† = λ∗X̂† (3.1.30)

である。線形変換の積のエルミート共役はそれぞれのエルミート共役の逆順の積
となる。例えば，(3.1.26)より (X̂Ŷ Ẑ |a〉 , |b〉) = ( |a〉 , (X̂Ŷ Ẑ)† |b〉)であるが，一
方，(X̂Ŷ Ẑ |a〉 , |b〉) = (Ŷ Ẑ |a〉 , X̂† |b〉) = (Ẑ |a〉 , Ŷ †X̂† |b〉) = ( |a〉 , Ẑ†Ŷ †X̂† |b〉)で
あるから，X̂Ŷ Ẑのエルミート共役は

(X̂Ŷ Ẑ)† = Ẑ†Ŷ †X̂† (3.1.31)

である。また，任意の |b〉， |b′〉に対して ( 〈b′|a〉〈α|b〉)∗ = 〈b|α〉〈a|b′〉であるから，
ダイアド |a〉〈α|のエルミート共役は (3.1.27)より

( |a〉〈α|)† = |α〉〈a| (3.1.32)

である。

3.1.4 正規変換
線形変換 X̂が X̂X̂† = X̂†X̂，つまり，

[ X̂, X̂† ] = 0̂ (3.1.33)

を満たすとき，X̂ を正規変換という。このとき，任意のベクトル |a〉 に対して
〈a|X̂†X̂|a〉 = 〈a|X̂X̂†|a〉であるから，(X̂ |a〉 , X̂ |a〉) = (X̂† |a〉 , X̂† |a〉)，つまり，

||X̂ |a〉 || = ||X̂† |a〉 || (3.1.34)

が成り立つ。X̂が

X̂† = X̂ (3.1.35)

11X† は相反基底 ε† による X̂ の行列表現であり，基底 eによるものとは必ずしも一致しないの
で注意が必要です。
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を満たすとき，X̂をエルミート変換という。(3.1.27)より，エルミート変換 X̂に
対し， |a〉を任意のベクトルとすると， 〈a|X̂|a〉は実数となる。X̂が

X̂† = −X̂ (3.1.36)

を満たすとき，X̂を歪エルミート変換という。(3.1.27)より，歪エルミート変換 X̂

に対し， |a〉を任意のベクトルとすると， 〈a|X̂|a〉は純虚数となる。X̂が

X̂† = X̂−1 (3.1.37)

を満たすとき，X̂をユニタリ変換という。エルミート変換，歪エルミート変換，ユ
ニタリ変換は正規変換である。
==============================================

補足・計算例 28.

内積空間
区間 [a, b]における高々 2次の多項式 f(x) = f0 + f1x+ f2x

2 全体のなす線形空間を V とする。

例 1：区間を [−1, 1]ととり，V の内積を

(f, g) =

∫ 1

−1

dx f(x)∗g(x) (3.1.38)

によって定義する。(3.1.38)は内積の定義 (3.1.1)を満たす。V の基底を e = {1, x, x2}とすると，
(1, 1) = 2，(1, x) = 0，(1, x2) = 2/3，(x, x) = 2/3，(x, x2) = 0，(x2, x2) = 2/5より，計量 Gと
その逆行列 G−1 は

G =

 2 0 2/3
0 2/3 0
2/3 0 2/5

 G−1 =

 9/8 0 −15/8
0 3/2 0

−15/8 0 45/8

 (3.1.39)

となる。これを用いると，f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 と g(x) = g0 + g1x+ g2x

2 の内積は

(f, g) = [ f∗0 f
∗
1 f

∗
2 ]

 2 0 2/3
0 2/3 0

2/3 0 2/5

g0g1
g2

 (3.1.40)

と表せる。また，基底 eの相反基底 ε† は，

| ε ] = | e ]G−1 = [ 1 x x2 ]

 9/8 0 −15/8
0 3/2 0

−15/8 0 45/8

 (3.1.41)

より，ε† = {9/8− 15x2/8, 3x/2,−15/8 + 45x2/8}となる。容易にわかるように，2組の基底 eと
ε†の間の内積について (3.1.23)が成り立つ。(3.1.29)より，微分演算子Dx，並進演算子Tc，反転
演算子Pのエルミート共役D†

x，T†
c ，P† を基底 eによって表現すると以下のようになる。
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・微分演算子 ([Dx, D
†
x ] 6= 0，Dx は正規変換でない)

Dx
e7→

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 D†
x

e7→ G−1

0 0 0
1 0 0
0 2 0

G =

0 −5/2 0
3 0 1
0 15 0

 (3.1.42)

・並進演算子 ([Tc,T
†
c ] 6= 0，Tc は正規変換でない)

Tc
e7→

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 T†
c

e7→ G−1

 1 0 0
−c 1 0
c2 −2c 1

G =

1− 15c2/4 5c/2 −5c2/4
−3c 1 −c

45c2/4 −15c/2 1 + 15c2/4


(3.1.43)

・反転演算子 ([P,P† ] = 0，P = P†，Pはエルミート変換)

P
e7→

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 P† e7→ G−1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

G =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (3.1.44)

例 2：区間を (−∞,∞)ととり，V の内積を

(f, g) =
1√
π

∫ ∞

−∞
dx e−x

2

f(x)∗g(x) (3.1.45)

によって定義する。(3.1.45)は内積の定義 (3.1.1)を満たす。V の基底を e = {1, x, x2}とすると，
(1, 1) = 1，(1, x) = 0，(1, x2) = 1/2，(x, x) = 1/2，(x, x2) = 0，(x2, x2) = 3/4より，計量 Gと
その逆行列 G−1 は

G =

 1 0 1/2
0 1/2 0
1/2 0 3/4

 G−1 =

3/2 0 −1
0 2 0
−1 0 2

 (3.1.46)

となる。これを用いると，f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 と g(x) = g0 + g1x+ g2x

2 の内積は

(f, g) = [ f∗0 f
∗
1 f

∗
2 ]

 1 0 1/2
0 1/2 0
1/2 0 3/4

g0g1
g2

 (3.1.47)

と表せる。また，基底 eの相反基底 ε† は，

| ε ] = | e ]G−1 = [ 1 x x2 ]

3/2 0 −1
0 2 0
−1 0 2

 (3.1.48)

より，ε† = {3/2− x2, 2x,−1 + 2x2}となる。容易にわかるように，2組の基底 eと ε†の間の内積
について (3.1.23)が成り立つ。(3.1.29)より，微分演算子Dx，並進演算子Tc，反転演算子Pのエ
ルミート共役D†

x，T†
c ，P† を基底 eによって表現すると以下のようになる。

・微分演算子 ([Dx, D
†
x ] 6= 0，Dx は正規変換でない)

Dx
e7→

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 D†
x

e7→ G−1

0 0 0
1 0 0
0 2 0

G =

0 −1 0
2 0 1
0 2 0

 (3.1.49)
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・並進演算子 ([Tc,T
†
c ] 6= 0，Tc は正規変換でない)

Tc
e7→

1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 T†
c

e7→ G−1

 1 0 0
−c 1 0
c2 −2c 1

G =

1− c2 c −c2/2
−2c 1 −c
2c2 −2c 1 + c2

 (3.1.50)

・反転演算子 ([P,P† ] = 0，P = P†，Pはエルミート変換)

P
e7→

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 P† e7→ G−1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

G =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (3.1.51)

軌道角運動量演算子
球面上の関数 f(θ, ϕ)全体のなす線形空間を V とする。V の内積を

(f, g) =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗g(θ, ϕ) (3.1.52)

によって定義する。(3.1.52)は内積の定義 (3.1.1)を満たす。補足・計算例 18の例 8で与えた軌道
角運動量演算子

lx = −i
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)
ly = −i

(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)
lz = −i

∂

∂ϕ
(3.1.53)

は内積 (3.1.52)に関して V のエルミート演算子となる。

(f,lxg) =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗lxg(θ, ϕ)

=

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
[
−i
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)]
g(θ, ϕ)

= −i
∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
(
− cos θ cosϕ

∂

∂ϕ
− sin θ sinϕ

∂

∂θ

)
g(θ, ϕ)

= −i
∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)

[
∂

∂ϕ
(cos θ cosϕf(θ, ϕ)∗) +

∂

∂θ
(sin θ sinϕf(θ, ϕ)∗)

]
= −i

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)

[
cos θ cosϕ

∂

∂ϕ
f(θ, ϕ)∗ + sin θ sinϕ

∂

∂θ
f(θ, ϕ)∗

]
=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗
[
−i
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)]
f(θ, ϕ)

}∗

=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗lxf(θ, ϕ)

}∗

= (g,lxf)
∗ = (lxf, g)

(3.1.54)
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(f,lyg) =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗lyg(θ, ϕ)

=

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
[
−i
(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)]
g(θ, ϕ)

= −i
∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
(
− cos θ sinϕ

∂

∂ϕ
+ sin θ cosϕ

∂

∂θ

)
g(θ, ϕ)

= −i
∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)

[
∂

∂ϕ
(cos θ sinϕf(θ, ϕ)∗)− ∂

∂θ
(sin θ cosϕf(θ, ϕ)∗)

]
= −i

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)

[
cos θ sinϕ

∂

∂ϕ
f(θ, ϕ)∗ − sin θ cosϕ

∂

∂θ
f(θ, ϕ)∗

]
=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗
[
−i
(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)]
f(θ, ϕ)

}∗

=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗lyf(θ, ϕ)

}∗

= (g,lyf)
∗ = (lyf, g)

(3.1.55)

(f,lzg) =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗lzg(θ, ϕ) =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
(
−i ∂
∂ϕ

)
g(θ, ϕ)

= −i
∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ f(θ, ϕ)∗
∂

∂ϕ
g(θ, ϕ) = i

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)
∂

∂ϕ
f(θ, ϕ)∗

=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗
(
−i ∂
∂ϕ

)
f(θ, ϕ)

}∗

=

{∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ g(θ, ϕ)∗lzf(θ, ϕ)

}∗

= (g,lzf)
∗ = (lzf, g)

(3.1.56)

==============================================

3.1.5 線形写像のエルミート共役
V をn次元内積空間とし，その内積，基底，双対基底を ( · , · )V，e = { |e1〉 , · · · , |en〉}，

ε = { 〈ε1| , · · · , 〈εn|}とする。また，W をm次元内積空間とし，その内積，基底，
双対基底を ( · , · )W，f = { |f1〉 , · · · , |fm〉}，φ = { 〈φ1| , · · · , 〈φm|}とする。V，W
の計量は

GV = [ e | e ] G−1
V = [ ε | ε ] GW = [ f | f ] G−1

W = [φ |φ ] (3.1.57)

と表せる。ここで，

[ e | = GV [ ε | | ε ] = | e ]G−1
V [ f | = GW [φ | |φ ] = | f ]G−1

W

(3.1.58)
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である。
V からW への線形写像 X̂に対して，そのエルミート共役 X̂†を

(X̂ |a〉 , |b〉)W = ( |a〉 , X̂† |b〉)V (3.1.59)

によって定義する12。ここで，|a〉は V の任意のベクトル，|b〉はW の任意のベク
トルである。X̂†はW からV への線形写像であることに注意されたい。(3.1.59)は

〈b|X̂|a〉∗ = 〈a|X̂†|b〉 (3.1.60)

と表すこともできる。X̂ = | f ]X[ ε |より，

X̂† = | ε ]X†[ f | = | e ]G−1
V X†GW [φ | (3.1.61)

である。したがって，基底 e，f による X̂†の行列表現は

[ ε |X̂†| f ] = G−1
V X†GW (3.1.62)

である13。(3.1.59)より，線形写像の積のエルミート共役はそれぞれのエルミート
共役の逆順の積となる。

3.2 正規直交基底・正射影・直交直和
3.2.1 正規直交基底
内積空間 V の基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}について

〈ei|ej〉 = δij (3.2.1)

が成り立つとき，基底 eは正規直交基底であるという。このとき，計量Gは単位
行列となる。つまり，

G = I (3.2.2)

である。したがって， |a〉 = | e ]aと |b〉 = | e ]bの内積は

〈a|b〉 = a∗1b1 + · · ·+ a∗nbn = a†b (3.2.3)

12線形変換の場合と同じく，線形写像のエルミート共役も随伴とよばれます。
13X†は相反基底 ε†，φ†による X̂ の行列表現であり，基底 e，f によるものとは必ずしも一致し
ないので注意が必要です。
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と書ける。(3.2.3)を標準内積という14。また，

[ e | = [ ε | | ε ] = | e ] (3.2.4)

であり，基底 eとその相反基底 ε†は一致する。(3.2.4)により，

I = [ e | e ] Î = | e ][ e | (3.2.5)

と表せる。また，線形変換 X̂について

X = [ e |X̂| e ] X̂ = | e ]X[ e | (3.2.6)

である。(3.2.6)の第 1式より，正規直交基底 eによる X̂の行列表現Xの (i, j)成
分は

Xij = 〈ei|X̂|ej〉 (3.2.7)

となる。正規直交基底 eによる X̂†の行列表現は

[ e |X̂†| e ] = X† (3.2.8)

であり，その (i, j)成分は， 〈ei|X̂†|ej〉 = 〈ej|X̂|ei〉∗より，

X†
ij = X∗

ji (3.2.9)

となる。(3.2.8)より，正規直交基底によるエルミート変換，歪エルミート変換，ユ
ニタリ変換の行列表現はエルミート行列，歪エルミート行列，ユニタリ行列となる。
任意の線形変換 X̂，Ŷ について

(1) tr(Ŷ †X̂) = tr(X̂†Ŷ )∗

(2) tr(X̂†(Ŷ + Ŷ ′)) = tr(X̂†Ŷ ) + tr(X̂†Ŷ ′)

(3) tr(X̂†λŶ ) = λ tr(X̂†Ŷ )

(4) tr(X̂†X̂) ≥ 0 (等号はX̂ = 0̂のときに限る)

(3.2.10)

が成り立つ。したがって，(X̂, Ŷ ) = tr(X̂†Ŷ )とおくと，(X̂, Ŷ )は内積の満たすべ
き 4つの性質 (3.1.1)を満たすことがわかる。これをヒルベルト-シュミット内積ま
たはフロベニウス内積という。ヒルベルト-シュミット内積によって線形変換全体

14内積を標準内積で表せるのは表現に用いた基底が正規直交基底の場合に限ることに注意しま
しょう。
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のなす線形空間は内積空間となる15。
[ (3.2.10)の証明 ] (2)，(3)は明らかだから，(1)，(4)を証明する。正規直交基底
e = { |e1〉 , · · · , |en〉}を用いると，まず，(1)については，

tr(Ŷ †X̂) =
n∑
i=1

n∑
j=1

〈ei|Ŷ †|ej〉 〈ej|X̂|ei〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

〈ej|Ŷ |ei〉∗ 〈ei|X̂†|ej〉∗

=

(
n∑
i=1

n∑
j=1

〈ei|X̂†|ej〉 〈ej|Ŷ |ei〉

)∗

= tr(X̂†Ŷ )∗
(3.2.11)

である。次に，(4)については，

tr(X̂†X̂) =
n∑
i=1

n∑
j=1

〈ei|X̂†|ej〉 〈ej|X̂|ei〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

〈ej|X̂|ei〉∗ 〈ej|X̂|ei〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

| 〈ej|X̂|ei〉 |2 ≥ 0

(3.2.12)

である。特に，(3.2.12)において等号は行列の成分がすべて0のとき，つまり，X̂ = 0̂

のときに限り成り立つ。 ■

2組の正規直交基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}と e′ = { |e′1〉 , · · · , |e′n〉}の間の基底変
換を | e′ ] = | e ]P とすると，

P = [ e | e′ ] P−1 = [ e′ | e ] (3.2.13)

と書ける。したがって，

P † = P−1 (3.2.14)

を得る。つまり，P はユニタリ行列である16。このとき，ベクトル，線形形式，線
形変換の表現の変換則は

a′ = P †a α′ = αP X ′ = P †XP (3.2.15)

である。

15線形変換の内積であるヒルベルト-シュミット内積 (X̂, Ŷ )はこれらの線形変換が作用する V で
定義されたベクトルの内積 ( |a〉 , |b〉)から自然に導かれるという点が重要です。なお，ベクトルの
内積をドット積 a · bで表す記法に対応して，ヒルベルト-シュミット内積をダブルドット積X : Y
で表すことがあります。

16正規直交基底の間の基底変換の場合には，基底変換の行列 P の逆行列 P−1は単にそのエルミー
ト共役 P †で与えられるので，計算という点ではガウスの消去法や余因子による逆行列の計算は必
要ありません。
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3.2.2 正射影・完全性関係・直交直和
正規直交基底 eについて，ei軸への射影 |ei〉〈ei|は射影の基本的性質

( |ei〉〈ei|)2 = |ei〉〈ei| |ei〉〈ei| · |ej〉〈ej| = 0̂ (i 6= j) (3.2.16)

に加えて，

( |ei〉〈ei|)† = |ei〉〈ei| (3.2.17)

を満たす。(3.2.17)を満たす射影を正射影あるいは直交射影という。つまり，正射
影とはエルミートな射影のことである17。 |e1〉 , · · · , |en〉を r組に分けて，それぞ
れの組が張る部分空間をW(1), · · · ,W(r)とするとき，k = 1, · · · , rについて，

P̂(k) =
∑

|ei⟩∈W(k)

|ei〉〈ei| (3.2.18)

をW(k)への正射影という。W(k) = im P̂(k)である。P̂(k)は射影の基本的性質

P̂ 2
(k) = P̂(k) P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l) (3.2.19)

に加えて，

P̂ †
(k) = P̂(k) (3.2.20)

を満たす。(3.2.16)，(3.2.17)は (3.2.19)，(3.2.20)の特別な場合である。正射影の
組 P̂(1), · · · , P̂(r)を用いると，完全性関係は

Î = P̂(1) + · · ·+ P̂(r) (3.2.21)

と表される。このとき，

V = W(1) ⊕ · · · ⊕W(r) (3.2.22)

と表し，V はW(1), · · · ,W(r)の直交直和である，あるいは，V はW(1), · · · ,W(r)によっ
て直交直和分解されるという。V の任意のベクトル |a〉は，|a(k)〉 = P̂(k) |a〉 ∈ W(k)

とおくと，

|a〉 = |a(1)〉+ · · ·+ |a(r)〉 (3.2.23)

17一般に P̂ 2 = P̂ および P̂ † = P̂ を満たす線形変換 P̂ を正射影といいます。なお，正射影でな
い射影を斜交射影ということがあります。
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と一意的に表される。このとき，k 6= lならば |a(k)〉と |a(l)〉は直交する。つまり，

〈a(k)|a(l)〉 = 0 (k 6= l) (3.2.24)

である。また，W⊥
(k) = ker P̂(k)，つまり，

W⊥
(k) = W(1)+

noW(k)· · · · · · +W(r)
(3.2.25)

とおき，P̂(k)，W(k)をあらためて P̂，W と書けば，W = im P̂，W⊥ = ker P̂ で
あり，

V = W ⊕W⊥ (3.2.26)

と表せる。W⊥をW の直交補空間という。W が線形変換 X̂の不変部分空間のと
き，W の任意のベクトル |a〉とW⊥の任意のベクトル |b〉に対して (X̂ |a〉 , |b〉) =
( |a〉 , X̂† |b〉) = 0となる。したがって，X̂(W ) ⊆ W ⇔ X̂†(W⊥) ⊆ W⊥，つまり，

W はX̂の不変部分空間 ⇔ W⊥はX̂†の不変部分空間 (3.2.27)

が成り立つ。W⊥への正射影を Q̂ = Î − P̂ とすると，(3.2.27)は

X̂ = P̂ X̂P̂ + P̂ X̂Q̂+ Q̂X̂Q̂ X̂† = P̂ X̂†P̂ + Q̂X̂†P̂ + Q̂X̂†Q̂ (3.2.28)

と表せる。さらに，W⊥も X̂の不変部分空間であるならば，

X̂ = P̂ X̂P̂ + Q̂X̂Q̂ X̂† = P̂ X̂†P̂ + Q̂X̂†Q̂ (3.2.29)

である。したがって，W およびW⊥がともに X̂の不変部分空間であるとき，X̂，
X̂†は P̂，Q̂と可換であることがわかる。
==============================================

補足・計算例 29.

正射影の和
P̂(1), · · · , P̂(s)を正射影とする。つまり，P̂ 2

(k) = P̂(k)，P̂ †
(k) = P̂(k) (k = 1, · · · , s)とする。このとき，

(1) P̂(1) + · · ·+ P̂(s)は正射影 ⇔ (2) P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l) (3.2.30)

が成り立つ18。

18この定理をはじめとする正射影についての詳細は参考文献 [15]を参照してください。
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[ (3.2.30)の証明 ] まず，(1) ⇒ (2) を示す。任意のベクトル |a〉に対して，

( |a〉 , |a〉) ≥ ((P̂(1) + · · ·+ P̂(s)) |a〉 , (P̂(1) + · · ·+ P̂(s)) |a〉)
= ( |a〉 , (P̂(1) + · · ·+ P̂(s))

†(P̂(1) + · · ·+ P̂(s)) |a〉)
= ( |a〉 , (P̂(1) + · · ·+ P̂(s))

2 |a〉)
= ( |a〉 , (P̂(1) + · · ·+ P̂(s)) |a〉)
= ( |a〉 , P̂(1) |a〉) + · · ·+ ( |a〉 , P̂(s) |a〉)
= ( |a〉 , P̂ 2

(1) |a〉) + · · ·+ ( |a〉 , P̂ 2
(s) |a〉)

= ( |a〉 , P̂ †
(1)P̂(1) |a〉) + · · ·+ ( |a〉 , P̂ †

(s)P̂(s) |a〉)

= (P̂(1) |a〉 , P̂(1) |a〉) + · · ·+ (P̂(s) |a〉 , P̂(s) |a〉)

(3.2.31)

つまり

|| |a〉 ||2 ≥ || P̂(1) |a〉 ||2 + · · ·+ || P̂(s) |a〉 ||2 (3.2.32)

が成り立つ。(3.2.32)の |a〉として P̂(l) |a〉をとると，P̂ 2
(l) = P̂(l) より，

|| P̂(l) |a〉 ||2 ≥ || P̂(1)P̂(l) |a〉 ||2 + · · ·+ || P̂(l)P̂(l) |a〉 ||2 + · · ·+ || P̂(s)P̂(l) |a〉 ||2

= || P̂(1)P̂(l) |a〉 ||2 + · · ·+ || P̂(l) |a〉 ||2 + · · ·+ || P̂(s)P̂(l) |a〉 ||2
(3.2.33)

つまり

0 ≥ || P̂(1)P̂(l) |a〉 ||2+
no || P̂(l)P̂(l)|a⟩ ||2

· · · · · · +|| P̂(s)P̂(l) |a〉 ||2 (3.2.34)

を得る。したがって，P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l) でなければならない19。次に，(2) ⇒ (1) を示す。
(P̂(1)+ · · ·+ P̂(s))

† = P̂(1)+ · · ·+ P̂(s)は明らかである。また，(P̂(1)+ · · ·+ P̂(s))
2 = P̂(1)+ · · ·+ P̂(s)

についても，P̂ 2
(k) = P̂(k) および P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k 6= l)より明らかに成り立つ。 ■

正規直交基底
例 1：区間を [−π, π]とし，線形空間 V = span(eix, e−ix)の内積を

(f, g) =

∫ π

−π
dx f(x)∗g(x) (3.2.35)

によって定義する。この内積の下で，基底 e = { 1√
2π
eix, 1√

2π
e−ix}は正規直交基底となる。

・微分演算子 ([Dx, D
†
x ] = 0，D†

x = −Dx，Dx は歪エルミート変換)

Dx[
1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ] = [

i√
2π
eix − i√

2π
e−ix ] = [

1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ]

[
i 0
0 −i

]
Dx

e7→
[
i 0
0 −i

]
D†
x

e7→
[
−i 0
0 i

]
(3.2.36)

19この証明は次元を用いていないため，無限次元の場合にも適用できます。
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・並進演算子 ([Tc,T
†
c ] = 0，T†

c = T−1
c ，Tc はユニタリ変換)

Tc[
1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ] = [

1√
2π
ei(x−c)

1√
2π
e−i(x−c) ] = [

1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ]

[
e−ic 0
0 eic

]
Tc

e7→
[
e−ic 0
0 eic

]
T†
c

e7→
[
eic 0
0 e−ic

]
(3.2.37)

・反転演算子 ([P,P† ] = 0，P† = P，Pはエルミート変換)

P[
1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ] = [

1√
2π
ei(−x)

1√
2π
e−i(−x) ] = [

1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ]

[
0 1
1 0

]
P

e7→
[
0 1
1 0

]
P† e7→

[
0 1
1 0

]
(3.2.38)

例 2：区間を [−π, π]とし，線形空間 V = span(cos x, sinx)の内積を

(f, g) =

∫ π

−π
dx f(x)∗g(x) (3.2.39)

によって定義する。この内積の下で，基底 e′ = { 1√
π
cosx, 1√

π
sinx}は正規直交基底となる。

・微分演算子 ([Dx, D
†
x ] = 0，D†

x = −Dx，Dx は歪エルミート変換)

Dx[
1√
π
cosx

1√
π
sinx ] = [ − 1√

π
sinx

1√
π
cosx ] = [

1√
π
cosx

1√
π
sinx ]

[
0 1
−1 0

]
Dx

e′7→
[
0 1
−1 0

]
D†
x
e′7→
[
0 −1
1 0

]
(3.2.40)

・並進演算子 ([Tc,T
†
c ] = 0，T†

c = T−1
c ，Tc はユニタリ変換)

Tc[
1√
π
cosx

1√
π
sinx ] = [

1√
π
cos(x− c) 1√

π
sin(x− c) ]

= [
1√
π
cosx

1√
π
sinx ]

[
cos c − sin c
sin c cos c

]
Tc

e′7→
[
cos c − sin c
sin c cos c

]
T†
c

e′7→
[
cos c sin c
− sin c cos c

]
(3.2.41)

・反転演算子 ([P,P† ] = 0，P† = P，Pはエルミート変換)

P[
1√
π
cosx

1√
π
sinx ] = [

1√
π
cos(−x) 1√

π
sin(−x) ] = [

1√
π
cosx

1√
π
sinx ]

[
1 0
0 −1

]
P

e′7→
[
1 0
0 −1

]
P† e′7→

[
1 0
0 −1

]
(3.2.42)

例 3：区間を [−π, π]とし，線形空間 V = span(eix, e−ix) = span(cos x, sinx)の内積を

(f, g) =

∫ π

−π
dx f(x)∗g(x) (3.2.43)
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によって定義する。この内積の下で，基底 e = {e1, e2} = { 1√
2π
eix, 1√

2π
e−ix} および基底 e′ =

{e′1, e′2} = { 1√
π
cosx, 1√

π
sinx}はともに正規直交基底となる。これら 2組の正規直交基底の間の

基底変換を [ e′1 e
′
2 ] = [ e1 e2 ]P とする。

・基底変換の行列

[
1√
π
cosx

1√
π
sinx ] = [

1√
2π
eix

1√
2π
e−ix ]

[
1√
2
− i√

2
1√
2

i√
2

]

P =

[
1√
2
− i√

2
1√
2

i√
2

]
= [p1 p2 ] P−1 = P † =

[
1√
2

1√
2

i√
2
− i√

2

]
=

[
p†
1

p†
2

]
I = P †P =

[
p†
1

p†
2

]
[p1 p2 ] =

[
p†
1p1 p†

1p2

p†
2p1 p†

2p2

]
=

[
1 0
0 1

]
(3.2.44)

・行列表現の変換 (X ′ = P−1XP )

微分演算子Dx :

[
0 1
−1 0

]
=

[
1√
2

1√
2

i√
2
− i√

2

][
i 0
0 −i

][ 1√
2
− i√

2
1√
2

i√
2

]
(3.2.45)

並進演算子Tc :

[
cos c − sin c
sin c cos c

]
=

[
1√
2

1√
2

i√
2
− i√

2

][
e−ic 0
0 eic

][ 1√
2
− i√

2
1√
2

i√
2

]
(3.2.46)

反転演算子P :

[
1 0
0 −1

]
=

[
1√
2

1√
2

i√
2
− i√

2

][
0 1
1 0

][ 1√
2
− i√

2
1√
2

i√
2

]
(3.2.47)

・基底 e′ に関する正射影と完全性関係 (表現はすべて基底 eによるものとする)

e′1軸への正射影 : p1p
†
1 =

[
1√
2
1√
2

]
[

1√
2

1√
2
] =

[
1
2

1
2

1
2

1
2

]

e′2軸への正射影 : p2p
†
2 =

[
− i√

2
i√
2

]
[
i√
2
− i√

2
] =

[
1
2 − 1

2
− 1

2
1
2

]
正射影の基本的性質 : (p1p

†
1)

2 = p1p
†
1 (p2p

†
2)

2 = p2p
†
2 (p1p

†
1)(p2p

†
2) = O

(p1p
†
1)

† = p1p
†
1 (p2p

†
2)

† = p2p
†
2

完全性関係 : I = PP † = [p1 p2 ]

[
p†
1

p†
2

]
= p1p

†
1 + p2p

†
2

=

[
1
2

1
2

1
2

1
2

]
+

[
1
2 − 1

2
− 1

2
1
2

]
=

[
1 0
0 1

]

(3.2.48)

スピン角運動量演算子
正規直交基底 e = { |↑〉 , |↓〉}をもつ内積空間 V = span( |↑〉 , |↓〉)を考える。補足・計算例 18の例
9で述べたスピン角運動量演算子を ŝ = ŝx ex + ŝy ey + ŝz ez と表すと，ŝx，ŝy，ŝz は基底 eを用
いて

ŝx =
1

2
| e ]σx[ e | ŝy =

1

2
| e ]σy[ e | ŝz =

1

2
| e ]σz[ e | (3.2.49)
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と書ける。ここで，σx，σy，σz は

σx =

[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]
(3.2.50)

によって定義されるパウリ行列である。パウリ行列 σx，σy，σzはエルミート行列であり，したがっ
て，ŝx，ŝy，ŝz はエルミート変換である。このことは (3.2.49)を

ŝx =
1

2
| e ]σx[ e | =

1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]

[
0 1
1 0

][
〈↑|
〈↓|

]
=

1

2
( |↑〉〈↓|+ |↓〉〈↑|)

ŝy =
1

2
| e ]σy[ e | =

1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]

[
0 −i
i 0

][
〈↑|
〈↓|

]
=

1

2i
( |↑〉〈↓| − |↓〉〈↑|)

ŝz =
1

2
| e ]σz[ e | =

1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]

[
1 0
0 −1

][
〈↑|
〈↓|

]
=

1

2
( |↑〉〈↑| − |↓〉〈↓|)

(3.2.51)

と書けば明らかである。天頂角 θ，方位角 ϕの方向の単位ベクトルを nとすると，
n = nx ex + ny ey + nz ez = sin θ cosϕ ex + sin θ sinϕ ey + cos θ ez (3.2.52)

である。nの方向への ŝの射影n · ŝについて調べるために，nの方向へのσ = σx ex+σy ey+σz ez
の射影

n · σ = nxσx + nyσy + nzσz =

[
nz nx − iny

nx + iny −nz

]
=

[
cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ

]
(3.2.53)

の固有値，固有ベクトルを求める。

detn · σ = det

[
cos θ − ξ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ − ξ

]
= ξ2 − 1 = (ξ − 1)(ξ + 1) = 0 ∴ ξ = 1, −1 (3.2.54)

・ξ = 1のとき[
cos θ − 1 sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ − 1

][
c1
c2

]
=

[
−2 sin2(θ/2) 2 cos(θ/2) sin(θ/2)e−iϕ

2 cos(θ/2) sin(θ/2)eiϕ −2 cos2(θ/2)

][
c1
c2

]
=

[
0
0

]
∴ p+ =

[
cos(θ/2)

sin(θ/2)eiϕ

]
(3.2.55)

・ξ = −1のとき[
cos θ + 1 sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ + 1

][
c1
c2

]
=

[
2 cos2(θ/2) 2 cos(θ/2) sin(θ/2)e−iϕ

2 cos(θ/2) sin(θ/2)eiϕ 2 sin2(θ/2)

][
c1
c2

]
=

[
0
0

]
∴ p− =

[
− sin(θ/2)
cos(θ/2)eiϕ

]
(3.2.56)

以上より，n · ŝの固有値，固有ベクトルは

固有値 1

2
のとき， 固有ベクトル |n+〉 = cos(θ/2) |↑〉+ sin(θ/2)eiϕ/2 |↓〉

固有値− 1

2
のとき， 固有ベクトル |n−〉 = − sin(θ/2) |↑〉+ cos(θ/2)eiϕ/2 |↓〉

(3.2.57)

である。
==============================================
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3.2.3 グラム‒シュミットの直交化法
基底 ẽ = { |ẽ1〉 , · · · , |ẽn〉}が正規直交基底でない場合，正射影を用いることによ

り基底 ẽから正規直交基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}を構成することができる。以下の
手続きにより正規直交基底を得る方法をグラム‒シュミットの直交化法 という。

(1) |e1〉 =
|ẽ1〉
|| |ẽ1〉 ||

(2) P̂ = |e1〉〈e1|とおき，|e2〉 = |ẽ2〉 − P̂ |ẽ2〉
|| |ẽ2〉 − P̂ |ẽ2〉 ||

(3) P̂ = |e1〉〈e1|+ |e2〉〈e2|とおき，|e3〉 = |ẽ3〉 − P̂ |ẽ3〉
|| |ẽ3〉 − P̂ |ẽ3〉 ||

...

(k) P̂ = |e1〉〈e1|+ · · ·+ |ek−1〉〈ek−1|とおき，|ek〉 = |ẽk〉 − P̂ |ẽk〉
|| |ẽk〉 − P̂ |ẽk〉 ||

...

==============================================

補足・計算例 30.

グラム‒シュミットの直交化法
区間 [a, b]における高々 2次の多項式 f(x) = f0 + f1x+ f2x

2 全体のなす線形空間を V とする。

例 1：区間を [−1, 1]ととり，V の内積を

(f, g) =

∫ 1

−1

dx f(x)∗g(x) (3.2.58)

によって定義する。V の基底を ẽ = {1, x, x2}とすると，(1, 1) = 2，(1, x) = 0，(1, x2) = 2/3，
(x, x) = 2/3，(x, x2) = 0，(x2, x2) = 2/5であるから，基底 ẽは正規直交基底でない。そこで，グ
ラム‒シュミットの直交化法により基底 ẽから正規直交基底 eをつくる。

(1) e1 =
1

||1||
=

1√
(1, 1)

=

√
1

2

(2) e2 =
x− e1(e1, x)
||x− e1(e1, x)||

=
x

||x||
=

x√
(x, x)

=

√
3

2
x

(3) e3 =
x2 − e1(e1, x2)− e2(e2, x2)
||x2 − e1(e1, x2)− e2(e2, x2)||

=
x2 − e1(e1, x2)
||x2 − e1(e1, x2)||

=
x2 − (1, x2)/2

||x2 − (1, x2)/2||

=
x2 − 1/3

||x2 − 1/3||
=

x2 − 1/3√
(x2 − 1/3, x2 − 1/3)

=
x2 − 1/3√

2/5 + 2/9− 4/9
=

√
45

8

(
x2 − 1

3

)
(3.2.59)
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以上より，正規直交基底 e = {
√

1
2 ,
√

3
2x,
√

45
8 (x2 − 1

3 )}が得られた20。

例 2：区間を (−∞,∞)ととり，V の内積を

(f, g) =
1√
π

∫ ∞

−∞
dx e−x

2

f(x)∗g(x) (3.2.60)

によって定義する。V の基底を ẽ = {1, x, x2}とすると，(1, 1) = 1，(1, x) = 0，(1, x2) = 1/2，
(x, x) = 1/2，(x, x2) = 0，(x2, x2) = 3/4であるから，基底 ẽは正規直交基底でない。そこで，グ
ラム‒シュミットの直交化法により基底 ẽから正規直交基底 eをつくる。

(1) e1 =
1

||1||
=

1√
(1, 1)

= 1

(2) e2 =
x− e1(e1, x)
||x− e1(e1, x)||

=
x

||x||
=

x√
(x, x)

=
√
2x

(3) e3 =
x2 − e1(e1, x2)− e2(e2, x2)
||x2 − e1(e1, x2)− e2(e2, x2)||

=
x2 − e1(e1, x2)
||x2 − e1(e1, x2)||

=
x2 − (1, x2)

||x2 − (1, x2)||

=
x2 − 1/2

||x2 − 1/2||
=

x2 − 1/2√
(x2 − 1/2, x2 − 1/2)

=
x2 − 1/2√

3/4 + 1/4− 1/2
=
√
2

(
x2 − 1

2

)
(3.2.61)

以上より，正規直交基底 e = {1,
√
2x,
√
2(x2 − 1

2 )}が得られた21。
==============================================

3.2.4 シュワルツの不等式と三角不等式
任意の 2つのベクトル |a〉， |b〉に対してシュワルツの不等式

|( |a〉 , |b〉)| ≤ || |a〉 || || |b〉 || (3.2.62)

が成り立つ。
[ (3.2.62)の証明 ] |a〉， |b〉の少なくとも 1つが 0のときは明らかに成り立つから，
例えば |b〉 6= 0として示せばよい。正射影 P̂ = |b〉〈b| / 〈b|b〉，Q̂ = Î−P̂を用いると，
|a〉 = P̂ |a〉+Q̂ |a〉と書ける。正射影の性質より，P̂ †P̂ = P̂ 2 = P̂，Q̂†Q̂ = Q̂2 = Q̂，
P̂ †Q̂ = P̂ Q̂ = 0̂，Q̂†P̂ = Q̂P̂ = 0̂であるから， 〈a|a〉 = 〈a|P̂ |a〉 + 〈a|Q̂|a〉 ≥
〈a|P̂ |a〉 = 〈a|b〉〈b|a〉 / 〈b|b〉となる。したがって，

〈a|b〉〈b|a〉 ≤ 〈a|a〉〈b|b〉 (3.2.63)

20これらは定数倍の違いを除いてルジャンドル多項式として知られるものに一致します。
21これらは定数倍の違いを除いてエルミート多項式として知られるものに一致します。

113



であり，シュワルツの不等式 (3.2.62)を得る22。 ■

任意の 2つのベクトル |a〉， |b〉に対して三角不等式

|| |a〉+ |b〉 || ≤ || |a〉 ||+ || |b〉 || (3.2.64)

が成り立つ。
[ (3.2.64)の証明 ] (|| |a〉 || + || |b〉 ||)2 = 〈a|a〉 + 〈b|b〉 + 2

√
〈a|a〉〈b|b〉において，

シュワルツの不等式 (3.2.62)あるいは (3.2.63)を用いると，

〈a|a〉+ 〈b|b〉+ 2
√
〈a|a〉〈b|b〉 ≥ 〈a|a〉+ 〈b|b〉+ 2

√
〈a|b〉〈b|a〉 (3.2.65)

となる。ここで，任意の複素数 zについて 2|z| ≥ z + z∗であるから，z = 〈a|b〉と
考えると，

〈a|a〉+ 〈b|b〉+ 2
√
〈a|b〉〈b|a〉 ≥ 〈a|a〉+ 〈b|b〉+ 〈a|b〉+ 〈b|a〉 (3.2.66)

である。(3.2.66)の右辺は || |a〉+ |b〉 ||2であるから，三角不等式 (3.2.64)を得る。■
==============================================

補足・計算例 31.

不確定性原理
エルミート変換 X̂，Ŷ について

∆X∆Y ≥ 1

2
| 〈ψ|[ X̂, Ŷ ]|ψ〉 | (3.2.67)

が成り立つ。ここで，|ψ〉は 〈ψ|ψ〉 = 1を満たす任意のベクトルである。また，エルミート変換 Ẑ

に対して∆Z =

√
〈ψ|Ẑ2|ψ〉 − 〈ψ|Ẑ|ψ〉2 とおいた。

[ (3.2.67)の証明 ] Â = X̂ − 〈ψ|X̂|ψ〉 Î，B̂ = Ŷ − 〈ψ|Ŷ |ψ〉 Î とおくと，Â，B̂ は 〈ψ|Â|ψ〉 = 0，
〈ψ|B̂|ψ〉 = 0を満たすエルミート変換となる。また，∆A = ∆X，∆B = ∆Y，[ Â, B̂ ] = [ X̂, Ŷ ]

より，X̂，Ŷ を Â，B̂ に置き換えて (3.2.67)を示せばよい。 |a〉 = Â |ψ〉， |b〉 = B̂ |ψ〉とおくと，
(∆A)2 = 〈ψ|Â2|ψ〉 = 〈a|a〉，(∆B)2 = 〈ψ|B̂2|ψ〉 = 〈b|b〉と書ける。したがって，シュワルツの不
等式 (3.2.63)より，(∆A)2(∆B)2 = 〈a|a〉〈b|b〉 ≥ 〈a|b〉〈b|a〉 = | 〈a|b〉 |2 = | 〈ψ|ÂB̂|ψ〉 |2 を得る。こ
こで，| 〈ψ|ÂB̂|ψ〉 |2 = | 12 〈ψ|(ÂB̂ + B̂Â)|ψ〉+ 1

2 〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉 |
2であるが，〈ψ|(ÂB̂ + B̂Â)|ψ〉

は実数，〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉は純虚数であるから，| 12 〈ψ|(ÂB̂ + B̂Â)|ψ〉+ 1
2 〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉 |

2 =

| 12 〈ψ|(ÂB̂ + B̂Â)|ψ〉 |2+| 12 〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉 |
2 ≥ | 12 〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉 |

2 = | 12 〈ψ|[ Â, B̂ ]|ψ〉 |2と
なる。以上より，∆A∆B ≥ 1

2 | 〈ψ|[ Â, B̂ ]|ψ〉 |，つまり，∆X∆Y ≥ 1
2 | 〈ψ|[ X̂, Ŷ ]|ψ〉 |が示された。■

==============================================

22(3.2.63)もシュワルツの不等式とよびます。
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3.3 正規変換の固有値問題
3.3.1 正規変換の不変部分空間
V を内積空間，W をV の部分空間，X̂をV の正規変換とすると，X̂(W ) ⊆ W ⇔

X̂†(W ) ⊆ W，つまり，
W はX̂の不変部分空間 ⇔ W はX̂†の不変部分空間 (3.3.1)

が成り立つ。あるいは，(3.2.27)より，X̂(W ) ⊆ W ⇔ X̂(W⊥) ⊆ W⊥，つまり，
W はX̂の不変部分空間 ⇔ W⊥はX̂の不変部分空間 (3.3.2)

である。W への正射影を P̂，W⊥ への正射影を Q̂ = Î − P̂ とすると，(3.3.1)，
(3.3.2)は

X̂ = P̂ X̂P̂ + Q̂X̂Q̂ X̂† = P̂ X̂†P̂ + Q̂X̂†Q̂ (3.3.3)

と表せる。(3.3.3)より，X̂，X̂†は P̂，Q̂と可換であることがわかる。
[ (3.3.3)の証明 ] W は X̂の不変部分空間であるから，(3.2.28)より，

X̂ = P̂ X̂P̂ + P̂ X̂Q̂+ Q̂X̂Q̂

X̂† = P̂ X̂†P̂ + Q̂X̂†P̂ + Q̂X̂†Q̂
(3.3.4)

と表せる。したがって，(3.3.3)を示すには P̂ X̂Q̂ = 0̂をいえばよい。(3.3.4)より
P̂ X̂X̂†P̂ = P̂ X̂(P̂ + Q̂)X̂†P̂ = P̂ X̂P̂ X̂†P̂ + P̂ X̂Q̂X̂†P̂

P̂ X̂†X̂P̂ = P̂ X̂†(P̂ + Q̂)X̂P̂ = P̂ X̂†P̂ X̂P̂
(3.3.5)

となるが，X̂X̂† = X̂†X̂より，
P̂ X̂P̂ X̂†P̂ + P̂ X̂Q̂X̂†P̂ = P̂ X̂†P̂ X̂P̂ (3.3.6)

である。トレースの性質 (1.1.29)より，(3.3.6)の両辺のトレースを計算すると，
tr(P̂ X̂P̂ X̂†P̂ )+tr(P̂ X̂Q̂X̂†P̂ ) = tr(P̂ X̂P̂ X̂†P̂ )となるから，tr(P̂ X̂Q̂X̂†P̂ ) = 0で
ある。これを書き換えると，

tr(P̂ X̂Q̂X̂†P̂ ) = tr(P̂ X̂Q̂Q̂X̂†P̂ ) = tr(P̂ X̂Q̂(P̂ X̂Q̂)†) = 0 (3.3.7)

となるから，(3.2.10)の (4)より，
P̂ X̂Q̂ = 0̂ (3.3.8)

を得る。以上より，(3.3.3)が示された。 ■
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3.3.2 正規変換のスペクトル分解
正規変換 X̂は

X̂は正規変換 ⇔ X̂の固有ベクトルからなる正規直交基底をとれる (3.3.9)

という重要な性質をもつ。つまり，X̂が正規変換のときに限り，X̂ |pi〉 = ξi |pi〉 (i =
1, · · · , n)を満たす |pi〉からなる p = { |p1〉 , · · · , |pn〉}が V の正規直交基底となる
ようにできる。ここで，nは V の次元である。以下，正規変換の固有値，固有ベ
クトルに関するいくつかの基本的性質について述べ，それらをもとに (3.3.9)が成
り立つことを示す。X̂が正規変換のとき，その固有値の 1つを ξとし，また，ξに
属する固有ベクトルを |p〉とすると，

X̂ |p〉 = ξ |p〉 ⇔ X̂† |p〉 = ξ∗ |p〉 (3.3.10)

あるいは，(3.3.10)の第 2式はエルミート共役をとって，

X̂ |p〉 = ξ |p〉 ⇔ 〈p| X̂ = ξ 〈p| (3.3.11)

が成り立つ。
[ (3.3.10)の証明 ] X̂は正規変換だから，任意のベクトル |a〉に対して (3.1.34)，つ
まり，||X̂ |a〉 || = ||X̂† |a〉 ||が成り立つ。したがって，X̂が正規変換のとき X̂ − ξÎ
も正規変換だから， |a〉として |p〉をとると，

||(X̂ − ξÎ) |p〉 || = ||(X̂† − ξ∗Î) |p〉 || (3.3.12)

である。一方，X̂ |p〉 = ξ |p〉，つまり，(X̂ − ξÎ) |p〉 = 0より，(3.3.12)の左辺は 0

である。よって，(X̂† − ξ∗Î) |p〉 = 0，つまり

X̂† |p〉 = ξ∗ |p〉 (3.3.13)

を得る。 ■

固有ベクトル |p〉として正規化されたものをとると，P̂ = |p〉〈p|はW = span( |p〉)
への正射影である。また，Q̂ = Î − P̂ はW の直交補空間W⊥ = im Q̂への正射影
である。W は明らかに X̂ の不変部分空間であるから，W⊥も X̂ の不変部分空間
である。(3.3.3)より，あるいは，(3.3.11)より X̂P̂ = P̂ X̂ = ξP̂ であるから，

X̂P̂ = P̂ X̂ X̂Q̂ = Q̂X̂ (3.3.14)

が成り立つ。X̂X̂† = X̂†X̂および (3.3.14)より，X̂，X̂†，P̂，Q̂はすべて互いに可
換であるから，P̂ X̂，Q̂X̂も正規変換である。(3.3.10)，(3.3.11)，(3.3.14)，(3.3.15)
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より，X̂ はその固有ベクトルからなる正規直交基底 p = { |p1〉 , · · · , |pn〉}をとる
ことができ，そのスペクトル分解は

X̂ = ξ1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ ξn |pn〉〈pn| (3.3.15)

となる。また，(3.3.15)より，

X̂† = ξ∗1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ ξ∗n |pn〉〈pn| (3.3.16)

である。以上より，(3.3.9)が成り立つ。(3.3.15)，(3.3.16)より，X̂がエルミート変
換 (X̂† = X̂)のとき，ξ∗i = ξi，つまり，ξiは実数である。特に，ξiがすべて正のと
き，エルミート変換 X̂は正定値であるという。X̂が歪エルミート変換 (X̂† = −X̂)

のとき，ξ∗i = −ξi，つまり，ξiは純虚数である。X̂がユニタリ変換 (X̂† = X̂−1)の
とき，ξ∗i = ξ−1

i ，つまり，ξiは絶対値が 1の複素数である。
[ (3.3.15)の証明 ] まず，V1 = V，X̂1 = X̂として，X̂1の固有値の 1つ ξ1を選ぶ。
dimker(X̂1 − ξ1ÎV1) ≥ 1より，ξ1には少なくとも 1つの固有ベクトルが属する23。
これを正規化して |p1〉とし，W1 = span( |p1〉)とおくと，W1は明らかに X̂の不変
部分空間である。したがって，(3.3.2)よりW⊥

1 も X̂1の不変部分空間である。W1，
W⊥

1 への正射影を P̂1(= |p1〉〈p1|)，Q̂1(= ÎV1 − P̂1)とすると，

X̂1 = P̂1X̂1 + Q̂1X̂1 = ξ1P̂1 + Q̂1X̂1 (3.3.17)

と表せる。次に，V2 = W⊥
1 ，X̂2 = Q̂1X̂1とおくと，X̂2は V2の正規変換となる。

X̂2の固有値の 1つ ξ2を選ぶ。dimker(X̂2 − ξ2ÎV2) ≥ 1より，ξ2には少なくとも 1

つの固有ベクトルが属する。これを正規化して |p2〉とし，W2 = span( |p2〉)とおく
と，W2は明らかに X̂2の不変部分空間である。したがって，(3.3.2)より，W⊥

2 も
X̂2の不変部分空間である。W2，W⊥

2 への正射影を P̂2(= |p2〉〈p2|)，Q̂2(= ÎV2 − P̂2)

とすると，

X̂2 = P̂2X̂2 + Q̂2X̂2 = ξ2P̂2 + Q̂2X̂2 (3.3.18)

と表せる。この手続き以下のように k = 3, · · · , nに対して繰り返す。Vk = W⊥
k−1，

X̂k = Q̂k−1X̂k−1とおくと，X̂kは Vkの正規変換となる。X̂kの固有値の 1つ ξkを
選ぶ。dimker(X̂k− ξkÎVk) ≥ 1より，ξkには少なくとも 1つの固有ベクトルが属す
る。これを正規化して |pk〉とし，Wk = span( |pk〉)とおくと，Wkは明らかに X̂k

の不変部分空間である。したがって，(3.3.2)より，W⊥
k も X̂kの不変部分空間であ

る。Wk，W⊥
k への正射影を P̂k(= |pk〉〈pk|)，Q̂k(= ÎVk − P̂k)とすると，

X̂k = P̂kX̂k + Q̂kX̂k = ξkP̂k + Q̂kX̂k (3.3.19)

23(2.4.24)で述べたように，任意の線形変換は少なくとも 1つの固有ベクトルをもちます。
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と表せる。k = nのときW⊥
n = {0}，つまり，Q̂n = 0̂となることに注意せよ。以

上より，X̂ = ξ1P̂1 + · · ·+ ξnP̂n，つまり，
X̂ = ξ1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ ξn |pn〉〈pn| (3.3.20)

を得る。 ■

3.3.3 正規変換の極分解
正規変換 X̂の固有値を ξi = xi + iyiと表し，

X̂R = x1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ xn |pn〉〈pn|
X̂I = y1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ yn |pn〉〈pn|

(3.3.21)

とおくと，
X̂ = X̂R + iX̂I (3.3.22)

と書ける。このとき，X̂†
R = X̂R，X̂†

I = X̂I，[ X̂R, X̂I ] = 0̂である。また，ξiを極
形式により ξi = rie

iθiと表し，
R̂ = r1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ rn |pn〉〈pn|
Û = eiθ1 |p1〉〈p1|+ · · ·+ eiθn |pn〉〈pn|

(3.3.23)

とおくと，
X̂ = R̂Û (3.3.24)

と書ける。(3.3.24)を X̂の極分解という。このとき，R̂† = R̂，Û † = Û−1，[ R̂, Û ] =

0̂，X̂†X̂ = R̂2である。

3.3.4 正規変換の疑似逆変換
内積空間 V の線形変換 X̂+が

(1) X̂X̂+X̂ = X̂

(2) X̂+X̂X̂+ = X̂+

(3) (X̂X̂+)† = X̂X̂+

(4) (X̂+X̂)† = X̂+X̂

(3.3.25)
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の 4つの性質を満たすとき，X̂+を X̂の疑似逆変換という。X̂+の行列表現X+を
X̂ の行列表現X の疑似逆行列という24。任意の X̂ に対して X̂+は一意的に定ま
る。X̂が正則ならば X̂+ = X̂−1である。(1)より (X̂X̂+)2 = X̂X̂+であり，(2)よ
り (X̂+X̂)2 = X̂+X̂であるから，(3)，(4)の性質とあわせると，X̂X̂+，X̂+X̂は正
射影である。特に，X̂が正規変換のとき，そのスペクトル分解を

X̂ =
n∑
i=1

ξi |pi〉〈pi| =
∑
i(ξi ̸=0)

ξi |pi〉〈pi| (3.3.26)

とすると，
X̂+ =

∑
i(ξi ̸=0)

1

ξi
|pi〉〈pi| (3.3.27)

である。このとき，
P̂ =

∑
i(ξi ̸=0)

|pi〉〈pi| Q̂ =
∑
i(ξi=0)

|pi〉〈pi| (3.3.28)

とおくと，これらは im X̂，ker X̂への正射影であり，Î = P̂ + Q̂，および，
X̂X̂+ = X̂+X̂ = P̂ P̂ X̂ = X̂P̂ = X̂ P̂ X̂+ = X̂+P̂ = X̂+ (3.3.29)

Q̂X̂ = X̂Q̂ = 0̂ Q̂X̂+ = X̂+Q̂ = 0̂ (3.3.30)

を満たす。
与えられた正規変換 X̂とベクトル |f〉に対し，非同次方程式

X̂ |u〉 = |f〉 (3.3.31)

を解くことを考える。(3.3.31)の解 |u〉は
P̂ |f〉 = |f〉 つまり Q̂ |f〉 = 0 (3.3.32)

のときに限り存在する。このとき，
|u〉 = |u∗〉+ X̂+ |f〉 (3.3.33)

である。ここで， |u∗〉は非同次方程式 (3.3.31)に付随する同次方程式 X̂ |u∗〉 = 0

の一般解であり，X̂+ |f〉は非同次方程式 (3.3.31)の特殊解である25。
==============================================

補足・計算例 32.

24ここで扱う疑似逆変換あるいは疑似逆行列はムーア‒ペンローズ逆行列 として知られる一般化
逆行列の一例となっています。

25疑似逆変換 X̂+は非同次線形微分方程式の理論でグリーン関数として知られているものと関係
しています。
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正規変換の固有値問題
正規変換の固有値問題についての 2つの例を示す。例 1は固有値に重根がない場合であり，例 2は
固有値に重根がある場合である。表現はある正規直交基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}によるものとす
る。

例 1：固有値に重根がない場合26

X =

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 (3.3.34)

(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

−ξ 1 0
1 −ξ 1
0 1 −ξ

 = −ξ3 + 2ξ

= −ξ(ξ −
√
2)(ξ +

√
2) = 0

∴ ξ1 = −
√
2, ξ2 = 0, ξ3 =

√
2 ⇒ ξ(1) = −

√
2, ξ(2) = 0, ξ(3) =

√
2

(3.3.35)

・ξ = ξ(1)(= −
√
2)のとき

(X − ξ(1)I)c =

√2 1 0

1
√
2 1

0 1
√
2

c1c2
c3

 =

 √
2c1 + c2

c1 +
√
2c2 + c3

c2 +
√
2c3

 =

00
0

 ∴ p1 =
1

2

 1

−
√
2

1

 (3.3.36)

W(1) = span(p1) dimW(1) = 1 (3.3.37)

・ξ = ξ(2)(= 0)のとき

(X − ξ(2)I)c =

0 1 0
1 0 1
0 1 0

c1c2
c3

 =

 c2
c1 + c3
c2

 =

00
0

 ∴ p2 =
1√
2

 1
0
−1

 (3.3.38)

W(2) = span(p2) dimW(2) = 1 (3.3.39)

・ξ = ξ(3)(=
√
2)のとき

(X − ξ(3)I)c =

−√2 1 0

1 −
√
2 1

0 1 −
√
2

c1c2
c3

 =

 −√2c1 + c2
c1 −

√
2c2 + c3

c2 −
√
2c3

 =

00
0

 ∴ p3 =
1

2

 1√
2
1


(3.3.40)

W(3) = span(p3) dimW(3) = 1 (3.3.41)

(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 p3 ] =

 1/2 1/
√
2 1/2

−1/
√
2 0 1/

√
2

1/2 −1/
√
2 1/2

 ⇒ P−1 = P † =

p†
1

p†
2

p†
3

 =

 1/2 −1/
√
2 1/2

1/
√
2 0 −1/

√
2

1/2 1/
√
2 1/2


(3.3.42)

26(3.3.48)の行列は量子化学でヒュッケル法によってアリルラジカルを扱う際に現れます。
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P(1) = p1p
†
1 =

 1/2

−1/
√
2

1/2

[ 1/2 − 1/
√
2 1/2 ] =

1

4

 1 −
√
2 1

−
√
2 2 −

√
2

1 −
√
2 1


P(2) = p2p

†
2 =

 1/
√
2

0

−1/
√
2

[ 1/
√
2 0 − 1/

√
2 ] =

1

4

 2 0 −2
0 0 0
−2 0 2


P(3) = p3p

†
3 =

 1/2

1/
√
2

1/2

[ 1/2 1/
√
2 1/2 ] =

1

4

 1
√
2 1√

2 2
√
2

1
√
2 1


(3.3.43)

X = ξ1p1p
†
1 + ξ2p2p

†
2 + ξ3p3p

†
3 = ξ(1)P(1) + ξ(2)P(2) + ξ(3)P(3)

= −
√
2 · 1

4

 1 −
√
2 1

−
√
2 2 −

√
2

1 −
√
2 1

+ 0 · 1
4

 2 0 −2
0 0 0
−2 0 2

+
√
2 · 1

4

 1
√
2 1√

2 2
√
2

1
√
2 1

 (3.3.44)

(3)固有射影公式

P(1) =
(X − ξ(2)I)(X − ξ(3)I)
(ξ(1) − ξ(2))(ξ(1) − ξ(3))

=
1

4

0 1 0
1 0 1
0 1 0

−√2 1 0

1 −
√
2 1

0 1 −
√
2

 =
1

4

 1 −
√
2 1

−
√
2 2 −

√
2

1 −
√
2 1


P(2) =

(X − ξ(1)I)(X − ξ(3)I)
(ξ(2) − ξ(1))(ξ(2) − ξ(3))

= −1

2

√2 1 0

1
√
2 1

0 1
√
2

−√2 1 0

1 −
√
2 1

0 1 −
√
2

 =
1

4

 2 0 −2
0 0 0
−2 0 2


P(3) =

(X − ξ(1)I)(X − ξ(2)I)
(ξ(3) − ξ(1))(ξ(3) − ξ(2))

=
1

4

√2 1 0

1
√
2 1

0 1
√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 =
1

4

 1
√
2 1√

2 2
√
2

1
√
2 1


(3.3.45)

(4)疑似逆行列27

X+ = − 1√
2
· 1
4

 1 −
√
2 1

−
√
2 2 −

√
2

1 −
√
2 1

+
1√
2
· 1
4

 1
√
2 1√

2 2
√
2

1
√
2 1

 =
1

4

0 2 0
2 0 2
0 2 0

 (3.3.46)

XX+ = X+X =
1

4

0 2 0
2 0 2
0 2 0

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 =
1

4

2 0 2
0 4 0
2 0 2

 = P(1) + P(3) (3.3.47)

例 2：固有値に重根がある場合28

X =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 (3.3.48)

27(3.3.34)のX は detX = 0からわかるように正則行列でないので，逆行列X−1は存在しませ
ん。

28(3.3.48)の行列は量子化学でヒュッケル法によってシクロプロペニウムイオンを扱う際に現れ
ます。

121



(1)固有値・固有ベクトル・固有空間

det(X − ξI) = det

−ξ 1 1
1 −ξ 1
1 1 −ξ

 = −ξ3 + 2 + 3ξ = −(ξ + 1)2(ξ − 2) = 0

∴ ξ1 = −1, ξ2 = −1, ξ3 = 2 ⇒ ξ(1) = −1 (重根), ξ(2) = 2

(3.3.49)

・ξ = ξ(1)(= −1 (重根))のとき

(X − ξ(1)I)c =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

c1c2
c3

 =

c1 + c2 + c3
c1 + c2 + c3
c1 + c2 + c3

 =

00
0

 ∴ p1 =
1√
6

 1
−2
1

 p2 =
1√
2

 1
0
−1


(3.3.50)

W(1) = span(p1,p2) dimW(1) = 2 (3.3.51)

・ξ = ξ(2)(= 2)のとき

(X − ξ(2)I)c =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

c1c2
c3

 =

−2c1 + c2 + c3
c1 − 2c2 + c3
c1 + c2 − 2c3

 =

00
0

 ∴ p3 =
1√
3

11
1

 (3.3.52)

W(2) = span(p3) dimW(2) = 1 (3.3.53)

(2)スペクトル分解・固有射影

P = [p1 p2 p3 ] =

 1/
√
6 1/

√
2 1/

√
3

−2/
√
6 0 1/

√
3

1/
√
6 −1/

√
2 1/

√
3

 ⇒ P−1 = P † =

p†
1

p†
2

p†
3

 =

1/√6 −2/
√
6 1/

√
6

1/
√
2 0 −1/

√
2

1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3


(3.3.54)

P(1) = p1p
†
1 + p2p

†
2 =

 1/
√
6

−2/
√
6

1/
√
6

[ 1/
√
6 − 2/

√
6 1/

√
6 ]+

 1/
√
2

0

−1/
√
2

[ 1/
√
2 0 − 1/

√
2 ]

=
1

6

 1 −2 1
−2 4 −2
1 −2 1

+
1

4

 2 0 −2
0 0 0
−2 0 2

 =
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


P(2) = p3p

†
3 =

1/√31/
√
3

1/
√
3

[ 1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3 ] =

1

3

1 1 1
1 1 1
1 1 1


(3.3.55)

X = ξ1p1p
†
1 + ξ2p2p

†
2 + ξ3p3p

†
3 = ξ(1)P(1) + ξ(2)P(2)

= −1 · 1
3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+ 2 · 1
3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 (3.3.56)
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(3)固有射影公式

P(1) =
X − ξ(2)I
ξ(1) − ξ(2)

=
1

−1− 2

0 1 1
1 0 1
1 1 0

− 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


P(2) =

X − ξ(1)I
ξ(2) − ξ(1)

=
1

2− (−1)

0 1 1
1 0 1
1 1 0

− (−1) ·

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =
1

3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 (3.3.57)

(4)疑似逆行列 (= 逆行列)29

X+ = X−1 = −1 · 1
3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+
1

2
· 1
3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =
1

2

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 (3.3.58)

XX+ = X+X =
1

2

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = P(1) + P(2) = I (3.3.59)

2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル
2行 2列のエルミート行列

X =

[
α γ
γ∗ β

]
(α, β :実数，γ :複素数) (3.3.60)

の固有値 ξ± および正規化された固有ベクトル p± は，δ = (α− β)/2，∆ =
√
δ2 + |γ|2 として，

ξ+ =
α+ β

2
+ ∆ p+ =

[
u
v

]
ξ− =

α+ β

2
−∆ p− =

[
−v∗
u∗

]
(3.3.61)

である。ここで，θ = arg γ として，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
eiθ/2 v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
e−iθ/2 (3.3.62)

とおいた。
[ (3.3.61)の証明 ] X を

X =
α+ β

2
I2 +A ここで， I2 =

[
1 0
0 1

]
A =

[
δ γ
γ∗ −δ

]
(3.3.63)

と書き換え，Aの固有値・固有ベクトルを求めればよい。つまり，X の固有値 ξ = ξ±はAの固有
値 λ = λ±に (α+ β)/2を加えたものであり，また，X の固有ベクトル p = p±はAの固有ベクト
ルと同じである。まず，固有値を求めると，

|A− λI2| =
[
δ − λ γ
γ∗ −δ − λ

]
= λ2 − δ2 − |γ|2 = 0 (3.3.64)

29(3.3.48)のX は detX 6= 0からわかるように正則行列なので，逆行列X−1が存在し疑似逆行
列X+ と一致します。
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より，

λ± = ±
√
δ2 + |γ|2 = ±∆ ξ± =

α+ β

2
±∆ (3.3.65)

である。次に固有ベクトルを求める。
・ξ = ξ+，つまり，λ = λ+ = ∆のとき

(A− λ+I2)p+ =

[
δ −∆ γ
γ∗ −δ −∆

][
c1
c2

]
=

[
(δ −∆)c1 + γc2
γ∗c1 − (δ +∆)c2

]
=

[
0
0

]
(3.3.66)

より，
c1 : c2 = γ : ∆− δ =

√
∆2 − δ2 eiθ : ∆− δ =

√
∆+ δ eiθ/2 :

√
∆− δ e−iθ/2

=

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
eiθ/2 :

√
1

2

(
1− δ

∆

)
e−iθ/2 = u : v ∴ p+ =

[
u
v

] (3.3.67)

を得る。
・ξ = ξ−，つまり，λ = λ− = −∆のとき

(A− λ−I2)p− =

[
δ +∆ γ
γ∗ −δ +∆

][
c1
c2

]
=

[
(δ +∆)c1 + γc2
γ∗c1 − (δ −∆)c2

]
=

[
0
0

]
(3.3.68)

より，
c1 : c2 = −γ : ∆ + δ = −

√
∆2 − δ2 eiθ : ∆ + δ = −

√
∆− δ eiθ/2 :

√
∆+ δ e−iθ/2

= −

√
1

2

(
1− δ

∆

)
eiθ/2 :

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
e−iθ/2 = −v∗ : u∗ ∴ p− =

[
−v∗
u∗

] (3.3.69)

を得る。以上より，(3.3.61)が示された。 ■

一般化固有値問題
A，B を与えられた 2つの n次正方行列とし，これらのうち B は正定値エルミート行列であると
する30。このとき，

Ax = λBx (3.3.70)

を満たす λ，xを求める問題を一般化固有値問題という。まず，Bの固有ベクトルからなる正規直
交基底によって (3.3.70)を表現すると，a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


x1...
xn

 = λ

β1 O
. . .

O βn


x1...
xn

 (3.3.71)

と書ける。ここで，βi (i = 1, · · · , n)は B の固有値で，すべて正の実数である。行列X およびベ
クトル pを

X =


1√
β1

O

. . .

O 1√
βn


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann




1√
β1

O

. . .

O 1√
βn

 =


a11√
β1β1

· · · a1n√
β1βn

...
. . .

...
an1√
βnβ1

· · · ann√
βnβn


(3.3.72)

30Bが正定値エルミート行列でなくても Aが正定値エルミート行列であれば，Aと Bを入れ替
えて 1/λをあらためて λとおけば同様の議論ができます。ただし，Aも Bも正定値エルミート行
列でない場合はここで述べるような扱いはできません。
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および

p =

p1...
pn

 =


√
β1 O

. . .

O
√
βn


x1...
xn

 =


√
β1x1
...√
βnxn

 (3.3.73)

とおくと，(3.3.70)は
Xp = λp (3.3.74)

と表せる31。(3.3.74)を満たす λ，pは通常の固有値問題の解法によって得られるから，一般化固
有値問題 (3.3.70)の λはX の固有値であり，また，xはX の固有ベクトル pを用いて，

x =

x1...
xn

 =


1√
β1

O

. . .

O 1√
βn


p1...
pn

 =


1√
β1
p1

...
1√
βn
pn

 (3.3.75)

によって求められる。

巡回演算子の固有値問題
内積空間 V において，正規直交基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}により

Ĉ = |e2〉〈e1|+ |e3〉〈e2|+ · · ·+ |en〉〈en−1|+ |e1〉〈en| (3.3.76)

および

Ĉ† = |e1〉〈e2|+ |e2〉〈e3|+ · · ·+ |en−1〉〈en|+ |en〉〈e1| (3.3.77)

によって定義されるユニタリ変換 Ĉ，Ĉ† を巡回演算子という。(3.3.76)，(3.3.77)より，

Ĉ |el〉 = |el+1〉 Ĉ† |el〉 = |el−1〉 (l = 1, · · · , n) (3.3.78)

である。ただし，周期的境界条件 |e0〉 = |en〉， |en+1〉 = |e1〉を課するものとする。ユニタリ変換
は正規変換であるから，Ĉ の固有値を ξj とすると，Ĉ†の固有値は ξ∗j であり，固有ベクトルは ξj

と ξ∗j に対して共通にとれる。Ĉ，Ĉ† の固有値 ξj，ξ∗j およびこれらに共通の正規化された固有ベ
クトル |pj〉は

固有値：
{
ξj = e−i

2πj
n

ξ∗j = ei
2πj
n

固有ベクトル： |pj〉 = 1√
n

n∑
l=1

ei
2πj
n l |el〉 (j = 0, · · · , n− 1)

(3.3.79)

で与えられる32。
[ (3.3.79)の証明 ] Ĉ の固有値を ξ，固有ベクトルを |p〉とすると，

Ĉ |p〉 = ξ |p〉 (3.3.80)

31Aがエルミート行列のときはX もエルミート行列になります。
32巡回演算子は結晶の電子状態についての基本定理であるブロッホの定理に関連して並進演算子
として用いられます。このとき， |pj〉はブロッホ関数とよばれ，(3.3.79)のように |el〉の係数に
ei

2πj
n lの因子が現れます。この因子の形を優先したいという理由で，ξj を ei

2πj
n ではなく e−i

2πj
n と

表しています。
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であるから，

Ĉn |p〉 = ξn |p〉 (3.3.81)

となる。一方，

Ĉn = Î (3.3.82)

であるから，

ξn = 1 (3.3.83)

でなければならない。(3.3.83)より，ξは 1の n乗根

ξj = e−i
2πj
n (j = 0, · · · , n− 1) (3.3.84)

である。ξ = ξj のとき，Ĉ |pj〉 = ξj |pj〉より，

|e2〉〈e1|pj〉+ |e3〉〈e2|pj〉+ · · ·+ |en〉〈en−1|pj〉+ |e1〉〈en|pj〉
= ξj |e1〉〈e1|pj〉+ ξj |e2〉〈e2|pj〉+ · · ·+ ξj |en−1〉〈en−1|pj〉+ ξj |en〉〈en|pj〉

(3.3.85)

となるから，

〈e1|pj〉 : 〈e2|pj〉 : · · · : 〈en−1|pj〉 : 〈en|pj〉 = ξ−1
j : ξ−2

j : · · · : ξ−(n−1)
j : ξ−nj (3.3.86)

である。したがって，固有値 ξj に属する正規化された固有ベクトルとして

|pj〉 =
1√
n

n∑
l=1

ei
2πj
n l |el〉 (j = 0, · · · , n− 1) (3.3.87)

を得る。以上より，(3.3.79)が示された。 ■
==============================================
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第 4章 テンソル積

本章では与えられた複数の線形空間からテンソル積とよばれる新たな線形空間を
構成する方法について述べる。物理では複数の自由度を有する系を対象とするこ
とがほとんどであるが，このような多自由度系に対して線形代数を応用するには
テンソル積が必要となる。なお，本章以降は物理での慣習に従い線形変換を線形
演算子あるいは単に演算子とよぶことにする。また，生成消滅演算子については
該当する記述が数学の教科書に見当たらないため，物理での流儀に従って述べる。

4.1 テンソル積
4.1.1 基底・双対基底・線形演算子
2つの線形空間 V とW が与えられたとき，これらから新たな線形空間である

テンソル積 V ⊗W を以下のように構成する。V の基底を e = { |e1〉 , · · · , |en〉}，
W の基底を f = { |f1〉 , · · · , |fm〉}とするとき，V ⊗ W は e ⊗ f = { |eifk〉 | i =
1, · · · , n; k = 1, · · · ,m}を基底とするmn次元の線形空間である。必要に応じて
|eifk〉を |ei〉 ⊗ |fk〉と表して用いることにする1。ここで，添え字 i，kは辞書式順
序，つまり，(i, k) = (1, 1), · · · , (1,m), (2, 1), · · · , (2,m), · · · , (n, 1), · · · , (n,m)の
順序で配列されているとする2。このとき，

|ei〉 ⊗ | f ] = [ |eif1〉 · · · |eifm〉 ] (4.1.1)

とおいて

| e f ] = [ |e1〉 ⊗ | f ] · · · |en〉 ⊗ | f ] ] (4.1.2)

1むしろ数学では |ei〉 ⊗ |fk〉のように表す ( | · 〉は使いませんが…)のが普通ですが，本書では
主に |eifk〉を用いることにします。物理では |ei〉 ⊗ |fk〉の ⊗を書かずに |ei〉 |fk〉のように表す
こともあります。

2基底を定義する際にはそれを構成するベクトルの順序も定める必要があります。本書では数学
や物理に限らず広く使われている辞書式順序を採用することにします。
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と略記する。V ⊗W のベクトル |z〉は

|z〉 =
∑
ik

zik |eifk〉 = | e f ]z (4.1.3)

のように表せる3。基底e，fの双対基底をε = { 〈ε1| , · · · , 〈εn|}，φ = { 〈φ1| , · · · , 〈φm|}
とするとき，基底 e⊗ fの双対基底を ε⊗φ = { 〈εiφk| | i = 1, · · · , n; k = 1, · · · ,m}
と表す。 〈εiφk|についても必要に応じて 〈εi| ⊗ 〈φk|と表して用いることにする。
双対基底 ε⊗φは V ⊗W の双対空間 V ∗⊗W ∗の基底である。 〈εiφk|も辞書式順序
で配列されているから，

〈εi| ⊗ [φ | =

 〈εiφ1|
...

〈εiφm|

 (4.1.4)

とおいて

[ ε φ | =

 〈ε1| ⊗ [φ |
...

〈εn| ⊗ [φ |

 (4.1.5)

のように略記する。V ∗ ⊗W ∗の線形形式 〈ζ|は

〈ζ| =
∑
ik

ζik 〈εiφk| = ζ[ ε φ | (4.1.6)

のように表せる。基底 e⊗ f と双対基底 ε⊗ φは

〈εiφk|ejfl〉 = δijδkl (4.1.7)

を満たすから， 〈ζ|と |z〉のペアリングは

〈ζ|z〉 =
∑
ik

ζikzik (4.1.8)

と表せる。また，基底 e⊗ f に関する完全性関係は

ÎV⊗W =
∑
ik

|eifk〉〈εiφk| (4.1.9)

である。ここで，ÎV⊗W は V ⊗W の恒等演算子である。
3この章以降，和の記号の範囲を明示していない場合はすべてについて和をとるものとします。
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V のベクトル |v〉とW のベクトル |w〉のテンソル積 |vw〉を

|vw〉 =
∑
ik

viwk |eifk〉 (4.1.10)

によって定義する。ここで，vi = 〈εi|v〉，wk = 〈φk|w〉である。必要に応じて |vw〉
を |v〉 ⊗ |w〉と表して用いることにする4。この記法によると，

( |v〉+ |v′〉)⊗ |w〉 = |v〉 ⊗ |w〉+ |v′〉 ⊗ |w〉
|v〉 ⊗ ( |w〉+ |w′〉) = |v〉 ⊗ |w〉+ |v〉 ⊗ |w′〉

(λ |v〉)⊗ |w〉 = λ( |v〉 ⊗ |w〉)
|v〉 ⊗ (λ |w〉) = λ( |v〉 ⊗ |w〉)

(4.1.11)

が成り立つことがわかる5。(4.1.11)を双線形性という。
V の演算子 X̂とW の演算子 Ŷ のテンソル積 X̂ ⊗ Ŷ を

X̂ ⊗ Ŷ =
∑
ijkl

XijYkl |eifk〉〈εjφl| (4.1.12)

によって定義する6。ここで，Xij = 〈εi|X̂|ej〉，Ykl = 〈φk|Ŷ |fl〉である。特に，

|ei〉〈εj| ⊗ |fk〉〈φl| = |eifk〉〈εjφl| (4.1.13)

である。また，(4.1.12)により，トレースについて

tr(X̂ ⊗ Ŷ ) = tr X̂ tr Ŷ (4.1.14)

が成り立つ。(4.1.9)と (4.1.12)を比べると，ÎV，ÎW をV，W の恒等演算子として，

ÎV⊗W = ÎV ⊗ ÎW (4.1.15)

と書けることがわかる。また，X̂，Ŷ を V ⊗W の演算子とみると，

X̂ =
∑
ijk

Xij |eifk〉〈εjφk| Ŷ =
∑
ikl

Ykl |eifk〉〈εiφl| (4.1.16)

4V ⊗W のベクトルはいつも |v〉 ⊗ |w〉の形のベクトルの線形結合として表されますが，必ず
しも |v〉 ⊗ |w〉の形に書けるわけではありません。 |v〉 ⊗ |w〉の形に書けない V ⊗W のベクトル
は量子力学で量子もつれあるいは量子エンタングルメントの状態を表します。

5 |v〉と |w〉を与えれば |vw〉は一意的に決まりますが， |vw〉を与えても |v〉と |w〉は一意的に
は決まりません。このことは例えば (λ |v〉)⊗ |w〉 = |v〉 ⊗ (λ |w〉)であることからもわかります。

6(2.2.6)で定義した同じ線形空間の演算子の積と違って，X̂ ⊗ Ŷ は異なる線形空間の演算子の
積だということに注意しましょう。
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である。(4.1.16)の X̂，Ŷ は略さずに書けば X̂ ⊗ ÎW，ÎV ⊗ Ŷ のことであるが，混
乱の生じない限り恒等演算子の部分は省略することにする。(4.1.10)と (4.1.12)よ
り X̂ ⊗ Ŷ |vw〉 =

∑
ijklXijvjYklwl |eifk〉であるから，

X̂ ⊗ Ŷ |vw〉 = X̂ |v〉 ⊗ Ŷ |w〉 (4.1.17)

が成り立つ。また，基底 e⊗ f による X̂ ⊗ Ŷ の行列表現は

[ ε φ |X̂ ⊗ Ŷ | e f ] =

X11Y · · · X1nY
...

. . .
...

Xn1Y · · · XnnY

 (4.1.18)

と表せる。ここで，Y = [φ |Ŷ | f ]である。(4.1.18)をXと Y のクロネッカー積と
いう。これををX ⊗ Y によって表すことにする7。
[ (4.1.18)の証明 ] (4.1.2)，(4.1.5)，(4.1.17)より，

[ ε φ |X̂ ⊗ Ŷ | e f ] =

 〈ε1| ⊗ [φ |
...

〈εn| ⊗ [φ |

X̂ ⊗ Ŷ [ |e1〉 ⊗ | f ] · · · |en〉 ⊗ | f ] ]

=

 〈ε1| ⊗ [φ |
...

〈εn| ⊗ [φ |

[ X̂ |e1〉 ⊗ Ŷ | f ] · · · X̂ |en〉 ⊗ Ŷ | f ] ]

=

 〈ε1|X̂|e1〉 [φ |Ŷ | f ] · · · 〈ε1|X̂|en〉 [φ |Ŷ | f ]
...

. . .
...

〈εn|X̂|e1〉 [φ |Ŷ | f ] · · · 〈εn|X̂|en〉 [φ |Ŷ | f ]



=

X11Y · · · X1nY
...

. . .
...

Xn1Y · · · XnnY



(4.1.19)

を得る。 ■

4.1.2 内積とエルミート共役
線形空間 V，W がともに内積空間のとき，テンソル積 V ⊗W の内積を

( |vw〉 , |v′w′〉) = ( |v〉 , |v′〉)V ( |w〉 , |w′〉)W (4.1.20)

7X̂ ⊗ Ŷ の行列表現がクロネッカー積 (4.1.18)の形に書けるためには，基底 e⊗ f を構成するベ
クトルが辞書式順序で配列されていなければなりません。
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によって定義する8。基底 e⊗ f に関する計量Gはその (ik, jl)成分が

( |eifk〉 , |ejfl〉) = ( |ei〉 , |ej〉)V ( |fk〉 , |fl〉)W (4.1.21)

によって与えられるmn次の正方行列となる。つまり，V，W の基底 e，f に関す
る計量をGV，GW として，G = GV ⊗GW である。V ⊗W のベクトル |z〉 = | e f ]z
に対し，そのエルミート共役 |z〉†，つまり， 〈z|を

〈z| = z†G[ ε φ | (4.1.22)

によって定義する。[ e f |を

[ e f | = G[ ε φ | (4.1.23)

とおくと

〈z| = z†[ e f | (4.1.24)

と表せる。V ∗ ⊗W ∗の線形形式 〈ζ| = ζ[ ε φ |に対し，そのエルミート共役 〈ζ|†，
つまり， |ζ〉を

|ζ〉 = | e f ]G−1ζ† (4.1.25)

によって定義する。| ε φ ]を

| ε φ ] = | e f ]G−1 (4.1.26)

とおくと

|ζ〉 = | ε φ ]ζ† (4.1.27)

と表せる。V ⊗W の演算子 Ẑのエルミート共役 Ẑ†を

(Ẑ |z〉 , |z′〉) = ( |z〉 , Ẑ† |z′〉) (4.1.28)

によって定義する。この定義により

(X̂ ⊗ Ŷ )† = X̂† ⊗ Ŷ † (4.1.29)

8V ⊗W のベクトルは |vw〉の形のベクトルの線形結合で書けるので，(4.1.20)あるいは (4.1.21)
によって V ⊗W の内積は完全に定まります。
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が成り立つ。
[ (4.1.29)の証明 ] (4.1.17)，(4.1.20)，(4.1.28)より，

(X̂ ⊗ Ŷ |vw〉 , |v′w′〉) = (X̂ |v〉 ⊗ Ŷ |w〉 , |v′〉 ⊗ |w′〉)
= (X̂ |v〉 , |v′〉)V (Ŷ |w〉 , |w′〉)W = ( |v〉 , X̂† |v′〉)V ( |w〉 , Ŷ † |w′〉)W
= ( |v〉 ⊗ |w〉 , X̂† |v′〉 ⊗ Ŷ † |w′〉) = ( |vw〉 , X̂† ⊗ Ŷ † |v′w′〉)

(4.1.30)

である。一方，(4.1.28)より，
(X̂ ⊗ Ŷ |vw〉 , |v′w′〉) = ( |vw〉 , (X̂ ⊗ Ŷ )† |v′w′〉) (4.1.31)

である。以上より，(4.1.29)が示された。 ■
==============================================

補足・計算例 33.

テンソル積
例 1：補足・計算例 29で取り上げた内積空間 span(eix, e−ix)，span( |↑〉 , |↓〉)をVx，Vspinと表すことに
し，これらからテンソル積 V = Vx⊗Vspinを構成する。Vxの正規直交基底をχ = {χ+(x), χ−(x)} =
{ 1√

2π
eix, 1√

2π
e−ix}，Vspin の正規直交基底を σ = { |↑〉 , |↓〉}とすると，V の正規直交基底は

φ = {χ+(x) |↑〉 , χ+(x) |↓〉 , χ−(x) |↑〉 , χ−(x) |↓〉 , } (4.1.32)

である。V の任意のベクトル |ψ(x)〉は基底 φによって
|ψ(x)〉 =

∑
kxσ

ckxσχkx(x) |σ〉 (4.1.33)

と表せる。ここで，kx = +,−，σ =↑, ↓である。波数演算子 kx = −iDx とスピン角運動量演算
子の x成分 ŝx を用いて V の演算子 X̂ を

X̂ = kx ⊗ ŝx = − i
2
Dx ⊗ ( |↑〉〈↓|+ |↓〉〈↑|) (4.1.34)

と定義する。kx，ŝxは Vx，Vspinのエルミート演算子であるから，X̂ は V のエルミート演算子と
なる。基底 φによる X̂ の行列表現はクロネッカー積

X̂
φ7→ 1

2

[
1 0
0 −1

]
⊗
[
0 1
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

σx

=
1

2

[
σx 0
0 −σx

]
=

1

2


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 (4.1.35)

で与えられる。ここで，σx はパウリ行列の x成分である。(4.1.35)より，X̂ の固有値，固有ベク
トルは

ξ1 = 1 のとき χ+(x) |+〉 =
1√
2
χ+(x)( |↑〉+ |↓〉)

ξ2 = −1 のとき χ+(x) |−〉 =
1√
2
χ+(x)( |↑〉 − |↓〉)

ξ3 = −1 のとき χ−(x) |+〉 =
1√
2
χ−(x)( |↑〉+ |↓〉)

ξ4 = 1 のとき χ−(x) |−〉 =
1√
2
χ−(x)( |↑〉 − |↓〉)

(4.1.36)
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である。

例 2：上の例を拡張して，内積空間Vx，Vy，Vz，Vspinのテンソル積V = Vx⊗Vy⊗Vz⊗Vspinを構成する。
ここで，Vx = span(eix, e−ix)，Vy = span(eiy, e−iy)，Vz = span(eiz, e−iz)，Vspin = span( |↑〉 , |↓〉)
である。このとき，V は 16 次元の内積空間となる。記号 k および σ を {k = kx ex + ky ey +
kz ez | kx = +,−; ky = +,−; kz = +,−}および σ =↑, ↓によって定義すると，V の正規直交基底 φ
は r = x ex + y ey + z ez，χk(r) =

1
(2π)3/2

eik·r として φ = {χk(r) |σ〉}によって与えられる。波
数演算子k = kx ex +ky ey +kz ez = (−i∂x) ex + (−i∂y) ey + (−i∂z) ez とスピン角運動量演算
子 ŝ = ŝx ex + ŝy ey + ŝz ez を用いてヘリシティー演算子 ĥを

ĥ = n · ŝ = nxŝx +ny ŝy +nz ŝz =
1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]

[
nz nx − iny

nx + iny −nz

][
〈↑|
〈↓|

]
(4.1.37)

によって定義する。ここで，n = nx ex+ny ey +nz ez = k/
√

k2
x + k2

y + k2
z である。ĥは V の

エルミート演算子となる。補足・計算例 29で求めた (3.2.57)より，ĥの固有値，固有ベクトルは

固有値： +
1

2
, 固有ベクトル：χk(r) |+〉 = χk(r)

(
cos(θk/2) |↑〉+ sin(θk/2)e

iϕk/2 |↓〉
)

固有値： − 1

2
, 固有ベクトル：χk(r) |−〉 = χk(r)

(
− sin(θk/2) |↑〉+ cos(θk/2)e

iϕk/2 |↓〉
)

(4.1.38)

である。ここで，θk，ϕk は kの方向の天頂角，方位角である。具体的に θk，ϕk を示すと

kx ky kz θk ϕk
+ + + θ∗ π/4
+ + − π − θ∗ π/4
+ − + θ∗ −π/4
+ − − π − θ∗ −π/4

kx ky kz θk ϕk
− + + θ∗ 3π/4
− + − π − θ∗ 3π/4
− − + θ∗ −3π/4
− − − π − θ∗ −3π/4

(4.1.39)

となる。ここで，θ∗ = arccos(
√
1/3)とおいた。

例 3：内積空間 V1 = span( |1 ↑〉 , |1 ↓〉)，V2 = span( |2 ↑〉 , |2 ↓〉)のテンソル積W = V1 ⊗ V2 を考
える9。V1，V2の正規直交基底を e1 = { |1 ↑〉 , |1 ↓〉}，e2 = { |2 ↑〉 , |2 ↓〉}とする。基底 e1と e2に
より構成したW の基底を e = { |1 ↑ 2 ↑〉 , |1 ↑ 2 ↓〉 , |1 ↓ 2 ↑〉 , |1 ↓ 2 ↓〉}とする。V1，V2のスピン
角運動量演算子 ŝ1，ŝ2 は，パウリ行列 σ = σx ex + σy ey + σz ez を用いて，

ŝ1 = ŝ1x ex + ŝ1y ey + ŝ1z ez =
1

2
[ |1 ↑〉 |1 ↓〉 ]σ

[
〈1 ↑|
〈1 ↓|

]
ŝ2 = ŝ2x ex + ŝ2y ey + ŝ2z ez =

1

2
[ |2 ↑〉 |2 ↓〉 ]σ

[
〈2 ↑|
〈2 ↓|

] (4.1.40)

と表せる。全スピン角運動量演算子 Ŝ = Ŝx ex + Ŝy ey + Ŝz ez を Ŝ = ŝ1 ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ŝ2によって
定義する。つまり，

Ŝx = ŝ1x ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ŝ2x Ŝy = ŝ1y ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ŝ2y Ŝz = ŝ1z ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ŝ2z
(4.1.41)

9ここでは陽子と電子のような異なる種類のスピン 1/2の粒子を考えています。電子と電子のよ
うな同じ種類のスピン 1/2の粒子を扱うには §4.2で述べる反対称テンソル空間が必要になります。
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である10。全角運動量演算子の 2乗 Ŝ2 は

Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ2

y + Ŝ2
z = ŝ21 ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ŝ22 + 2ŝ1x ⊗ ŝ2x + 2ŝ1y ⊗ ŝ2y + 2ŝ1z ⊗ ŝ2z (4.1.42)

である。ここで， |1σ1〉〈1σ′
1| ⊗ |2σ2〉〈2σ′

2| = |1σ12σ2〉〈1σ′
12σ

′
2|であるから，

ŝ21 ⊗ Î2 =
3

4
Î1 ⊗ Î2 Î1 ⊗ ŝ22 = Î1 ⊗

3

4
Î2

2ŝ1x ⊗ ŝ2x =
1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↓|+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↓|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↑|)

2ŝ1y ⊗ ŝ2y =
1

2
(− |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↓|+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↓| − |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↑|)

2ŝ1z ⊗ ŝ2z =
1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑| − |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↓| − |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|)

(4.1.43)

より，

Ŝ2 =
3

2
Î1 ⊗ Î2 + |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↓|

+
1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑| − |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↓| − |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|)

=
3

2
Î1 ⊗ Î2 +

1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|)

+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↓| − 1

2
( |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↓|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↑|)

=
3

2
Î1 ⊗ Î2 +

1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|)

+ [ |1 ↑ 2 ↓〉 |1 ↓ 2 ↑〉 ]
[
−1/2 1
1 −1/2

][
〈1 ↑ 2 ↓|
〈1 ↓ 2 ↑|

]
=

3

2
Î1 ⊗ Î2 +

1

2
( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|) + [ |T0〉 |S〉 ]

[
1/2 0
0 −3/2

][
〈T0|
〈S|

]
=

3

2
( |T+1〉〈T+1|+ |T−1〉〈T−1|+ |T0〉〈T0|+ |S〉〈S|)

+
1

2
( |T+1〉〈T+1|+ |T−1〉〈T−1|) +

1

2
|T0〉〈T0| −

3

2
|S〉〈S|

= 0 · |S〉〈S|+ 2 · ( |T+1〉〈T+1|+ |T0〉〈T0|+ |T−1〉〈T−1|)
(4.1.44)

と書ける。ここで，

|S〉 = 1√
2
( |1 ↑ 2 ↓〉 − |1 ↓ 2 ↑〉) (4.1.45)

|T+1〉 = |1 ↑ 2 ↑〉 |T0〉 =
1√
2
( |1 ↑ 2 ↓〉+ |1 ↓ 2 ↑〉) |T−1〉 = |1 ↓ 2 ↓〉 (4.1.46)

10角運動量の合成の一般論を用いれば，ここで示す計算よりも系統的に扱うことができます。詳
細については参考文献 [16]，[17]などを参照してください。
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とおいた。(4.1.45)，(4.1.46)のベクトルはすべて正規化されており，また，互いに直交している。
(4.1.44)の最右辺は Ŝ2 のスペクトル分解であり，(4.1.45)，(4.1.46)のベクトルは Ŝ2 の固有ベク
トルである。Ŝ2 の固有値，固有ベクトルは

固有値：0, 固有ベクトル：|S〉
固有値：2, 固有ベクトル：|T+1〉 , |T0〉 , |T−1〉

(4.1.47)

である。また，(4.1.45)，(4.1.46)のベクトルは Ŝz の固有ベクトルにもなっている。Ŝz の固有値，
固有ベクトルは

固有値： + 1, 固有ベクトル：|T+1〉
固有値： 0, 固有ベクトル：|S〉 , |T0〉
固有値： − 1, 固有ベクトル：|T−1〉

(4.1.48)

である。 |S〉はスピン 1重項状態， |T+1〉， |T0〉， |T−1〉はスピン 3重項状態とよばれる。
==============================================

4.2 反対称テンソル空間
4.2.1 反対称テンソル空間
内積空間 V が与えられたとき，V のN 個のコピー V1, · · · , VN からテンソル積

V ⊗N = V1 ⊗ · · · ⊗ VN を構成する。ここで，Viの添え字 iは Viが左から i番目の
V のコピーであることを表す11。V ⊗N を V のN 次のテンソル空間という。また，
V ⊗Nの元をN次のテンソルという12。V の正規直交基底をφ = { |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · }
とするとき，a, b, c, · · · を基底 φをなすベクトルのラベルという13。基底 φから構
成した { |φ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |φN〉N |φi = a, b, c, · · · (i = 1, · · · , N)}は V ⊗N の正規直
交基底となる。ここで， | · 〉i の添え字 iは | · 〉i が Vi のベクトルであることを表
す14。以降では V の一般のベクトル |ψ〉に対応する Viのベクトルを |ψ〉iによっ

11Viの添え字 iは書かないのが普通ですが，本書では説明の都合上この添え字を明示することに
します。

12物理でいうテンソルはほとんどの場合テンソル場のことを指します。テンソル場はテンソル解
析で扱われる対象です。本書ではテンソル場については触れないことにします。

13§4.2では V の基底をなすベクトルのラベルを a, b, c, · · · のように表し，これまで e1, e2, e3, · · ·
などで使ってきたような 1, 2, 3, · · · といった添え字は付けないことにします。添え字は Viや φiな
どで使いますので，これ以上増やしたくないというのがその理由です。なお，ラベルという用語は
本書のみで用いるものです。量子力学では V のベクトルを一粒子状態とよびますので，その場合
ラベルとは一粒子状態の名称を指すことになります。

14これに対し，φi の添え字 iは |ラベル〉i のラベル a, b, c, · · · を表す変数が N 個必要であるこ
とから用いた便宜上のものです。したがって，混乱の生じない限り，ラベルを表す変数としては
(4.2.1)のように |ラベル〉i の添え字 iと異なる添え字 ((4.2.1)では |ラベル〉i のラベルに使われて
いる添え字が σ−1(i)になっています)をもつものを使っても構いませんし，場合によっては添え字
のないものを使っても構いません。
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て表し，そのエルミート共役を 〈ψ|iによって表すものとする。このとき注意すべ
き点は，Vi は V のコピーであるから，Vi の 2つのベクトル |ψ〉i と |ψ′〉i の内積
( |ψ〉i , |ψ′〉i)Vi = 〈ψ|i |ψ′〉iは iによらず ( |ψ〉 , |ψ′〉)V = 〈ψ|ψ′〉に一致するという
ことである。本章ではこの事実を利用して，スカラーである 〈ψ|ψ′〉の形が現れた
らこれを適切な位置に移動させて計算を行うことにする15。
V ⊗N の演算子 σ̂を

σ̂ =
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φN |N (4.2.1)

によって定義する。σ̂を置換σに対応する置換演算子という16。(4.2.1)の和はφ1, · · · , φN
のすべてについてとることを表す。置換 σは (1.5.1)で定義したように，

σ =

(
1 · · · N

σ(1) · · · σ(N)

)
(4.2.2)

である。積 σ̂τ̂ について，

σ̂τ̂ =
∑
{φi}

|φ(στ)−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · · ⊗ |φ(στ)−1(N)〉N 〈φN |N (4.2.3)

が成り立つ。つまり，σ̂τ̂ は置換 στ に対応する置換演算子となる17。

15(4.2.4)や (4.2.7)の計算を参考にしてください。
16§4.2では §1.5.1で述べた置換の基本的性質が必要になります。
17置換演算子の定義 (4.2.1)において右辺の置換を σではなく σ−1 にしたのは置換演算子 σ̂τ̂ を
置換 στ に対応するようにしたかったからです。もし，(4.2.1)の右辺で σ−1 ではなく σを用いて
いたら σ̂τ̂ は τσに対応することになってしまいます。なお，本書の定義は参考文献 [9]，[14]の定
義と同じですが，参考文献 [1]の定義とは逆になっています。
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[ (4.2.3)の証明 ] 置換演算子の定義 (4.2.1)より，

σ̂τ̂ =
∑
{φ′
i}

∑
{φi}

|φ′
σ−1(1)〉1 〈φ

′
1|1 |φτ−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · ·

· · · ⊗ |φ′
σ−1(N)〉N 〈φ

′
N |N |φτ−1(N)〉N 〈φN |N

①
=
∑
{φ′
i}

∑
{φi}

|φ′
σ−1(1)〉1 〈φ

′
1|φτ−1(1)〉 〈φ1|1 ⊗ · · ·

· · · ⊗ |φ′
σ−1(N)〉N 〈φ

′
N |φτ−1(N)〉 〈φN |N

②
=
∑
{φ′
i}

∑
{φi}

|φ′
σ−1(1)〉1 〈φ

′
σ−1(1)|φτ−1σ−1(1)〉 〈φ1|1 ⊗ · · ·

· · · ⊗ |φ′
σ−1(N)〉N 〈φ

′
σ−1(N)|φτ−1σ−1(N)〉 〈φN |N

③
=
∑
{φ′
i}

∑
{φi}

|φ′
σ−1(1)〉1 〈φ

′
σ−1(1)|1 |φτ−1σ−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · ·

· · · ⊗ |φ′
σ−1(N)〉N 〈φ

′
σ−1(N)|N |φτ−1σ−1(N)〉N 〈φN |N

④
=
∑
{φi}

Î1 |φτ−1σ−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · · ⊗ ÎN |φτ−1σ−1(N)〉N 〈φN |N

=
∑
{φi}

|φ(στ)−1(1)〉1 〈φ1|1 ⊗ · · · ⊗ |φ(στ)−1(N)〉N 〈φN |N

(4.2.4)

を得る。等式①，③において 〈ψ|i |ψ′〉i = 〈ψ|ψ′〉を用い，等式②では左辺のスカ
ラー 〈ψ|ψ′〉を次の計算のために適切な位置に移動させた。等式④において Viの恒
等演算子 Îiが Îi =

∑
φi
|φi〉i 〈φi|iと表せることを用いた。 ■

V のN 個のベクトル |ψ1〉 , · · · , |ψN〉による V ⊗N のテンソル |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉N
に対し，σ̂は

σ̂ |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉N = |ψσ−1(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ−1(N)〉N (4.2.5)

と作用する18。また，σ̂はユニタリ演算子であり，

σ̂† = σ̂−1 (4.2.6)

を満たす。
18 |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN 〉N の形のテンソルを単純テンソルといいます。一般のテンソルは単純テン
ソルの線形結合で表せるので，テンソル空間の演算子はその単純テンソルへの作用が与えられれば
定まることになります。
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[ (4.2.5)の証明 ] 置換演算子の定義 (4.2.1)より，
σ̂ |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉N
=
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φ1|1 |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φN |N |ψN〉N

①
=
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φ1|ψ1〉 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φN |ψN〉

②
=
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φσ−1(1)|ψσ−1(1)〉 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φσ−1(N)|ψσ−1(N)〉

③
=
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φσ−1(1)|1 |ψσ−1(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φσ−1(N)|N |ψσ−1(N)〉N

④
= Î1 |ψσ−1(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ ÎN |ψσ−1(N)〉N = |ψσ−1(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ−1(N)〉N

(4.2.7)

を得る。等式①，③において 〈ψ|i |ψ′〉i = 〈ψ|ψ′〉を用い，等式②では左辺のスカ
ラー 〈ψ|ψ′〉を次の計算のために適切な位置に移動させた。等式④において Viの恒
等演算子 Îiが Îi =

∑
φi
|φi〉i 〈φi|iと表せることを用いた。 ■

[ (4.2.6)の証明 ] 置換演算子の定義 (4.2.1)より，

σ̂† =
∑
{φi}

|φ1〉1 〈φσ−1(1)|1 ⊗ · · · ⊗ |φN〉N 〈φσ−1(N)|N (4.2.8)

と書ける。したがって，
σ̂σ̂† =

∑
{φi}

∑
{φ′
i}

|φσ−1(1)〉1 〈φ1|φ′
1〉 〈φ′

σ−1(1)|1 ⊗ · · ·

· · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φN |φ
′
N〉 〈φ′

σ−1(N)|N
①
=
∑
{φi}

|φσ−1(1)〉1 〈φσ−1(1)|1 ⊗ · · · ⊗ |φσ−1(N)〉N 〈φσ−1(N)|N

②
= Î1 ⊗ · · · ⊗ ÎN = ÎV ⊗N

(4.2.9)

を得る。等式①において 〈φi|φ′
i〉 = δφiφ′

i
を用いた。また，等式②において Viの恒

等演算子 Îiが Îi =
∑

φi
|φi〉i 〈φi|iと表せることを用いた。σ̂†σ̂ = ÎV ⊗N も同様に示

せる。 ■

反対称化演算子 ÂN を

ÂN =
1

N !

∑
σ

sgn(σ)σ̂ (4.2.10)
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によって定義する。ここで，和はN !個の置換 σすべてについてとるものとする。
このとき，

Â2
N = ÂN Â†

N = ÂN (4.2.11)

が成り立つ。つまり，ÂN は V ⊗N の正射影である。ÂN の像 im ÂN は V ⊗N の部分
空間となる。これを∧N V と表し，N次の反対称テンソル空間という。また，∧N V
の元をN次の反対称テンソルという19。さらに，N = 0のときにも真空状態 |vac〉
を導入して∧0 V = span( |vac〉)と考えることにする。
[ (4.2.11)の証明 ] まず，

Â2
N =

(
1

N !

)2∑
σ

∑
σ′

sgn(σ) sgn(σ′)σ̂σ̂′ ①=
(

1

N !

)2∑
σ

∑
τ

sgn(τ)τ̂

=
1

N !

∑
τ

sgn(τ)τ̂ = ÂN

(4.2.12)

より，(4.2.11)の第 1式を得る。等式①では，左辺の σσ′を τ に置き換え，置換の
符号の性質 (1.5.8)を用いた。次に，

Â†
N =

1

N !

∑
σ

sgn(σ)σ̂† =
1

N !

∑
σ

sgn(σ)σ̂−1 ②=
1

N !

∑
τ

sgn(τ)τ̂ = ÂN (4.2.13)

より，(4.2.11)の第 2式を得る。等式②では，左辺の σ−1を τ に置き換え，置換の
符号の性質 (1.5.8)を用いた。 ■

4.2.2 スレイター行列式
V のN個のベクトル |ψ1〉 , · · · , |ψN〉を用いて，

∧N V の反対称テンソル |ψ1 · · ·ψN〉
を

|ψ1 · · ·ψN〉 =
√
N !ÂN |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉N (4.2.14)

19多粒子系の量子力学において，N 個のフェルミ粒子からなる系の状態はN 次反対称テンソル
で表されます。電子はフェルミ粒子なので，N 電子系の状態はN 次反対称テンソルで表されるこ
とになります。
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によって定義する。 |ψ1 · · ·ψN〉は

|ψ1 · · ·ψN〉 =
1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
1√
N !

det

 |ψ1〉1 · · · |ψ1〉N
...

. . .
...

|ψN〉1 · · · |ψN〉N

 (4.2.15)

と表せる。 |ψ1 · · ·ψN〉をスレイター行列式という20。行列式の性質より，

|ψσ(1) · · ·ψσ(N)〉 = sgn(σ) |ψ1 · · ·ψN〉 (4.2.16)

が成り立つ。特に，ψiと ψjを入れ替えると，

|ψ1 · · ·ψj · · ·ψi · · ·ψN〉 = − |ψ1 · · ·ψi · · ·ψj · · ·ψN〉 (4.2.17)

であるから，

ψi = ψj (i 6= j) ⇒ |ψ1 · · ·ψi · · ·ψj · · ·ψN〉 = 0 (4.2.18)

を得る21。2つのスレイター行列式 |ψ1 · · ·ψN〉と |ψ′
1 · · ·ψ′

N〉の間の内積は

〈ψ1 · · ·ψN |ψ′
1 · · ·ψ′

N〉 = det

 〈ψ1|ψ′
1〉 · · · 〈ψ1|ψ′

N〉
...

. . .
...

〈ψN |ψ′
1〉 · · · 〈ψN |ψ′

N〉

 (4.2.19)

20スレイター行列式とは単純反対称テンソルのことです。一般の反対称テンソルはスレイター行
列式の線形結合で表せるので，反対称テンソル空間の演算子はそのスレイター行列式への作用が与
えられれば定まることになります。なお，多電子系の基底状態を単一のスレイター行列式で表す近
似をハートリー‒フォック近似 といいます。

21(4.2.18)は多電子系の量子力学でパウリの排他律として知られている性質です。
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と表せる。
[ (4.2.19)の証明 ] (4.2.15)より，

〈ψ1 · · ·ψN |ψ′
1 · · ·ψ′

N〉

=
1

N !

∑
σ

∑
σ′

sgn(σ) sgn(σ′) 〈ψσ(1)|ψ′
σ′(1)〉 · · · 〈ψσ(N)|ψ′

σ′(N)〉

①
=

1

N !

∑
σ

∑
σ′

sgn(σ) sgn(σ′−1) 〈ψσσ′−1(1)|ψ′
1〉 · · · 〈ψσσ′−1(N)|ψ′

N〉

②
=

1

N !

∑
σ

∑
τ

sgn(τ) 〈ψτ(1)|ψ′
1〉 · · · 〈ψτ(N)|ψ′

N〉

=
∑
τ

sgn(τ) 〈ψτ(1)|ψ′
1〉 · · · 〈ψτ(N)|ψ′

N〉

= det

 〈ψ1|ψ′
1〉 · · · 〈ψ1|ψ′

N〉
...

. . .
...

〈ψN |ψ′
1〉 · · · 〈ψN |ψ′

N〉



(4.2.20)

を得る。等式①，②において置換の符号の性質 (1.5.8)を用いた。また，等式②で
は左辺の σσ′−1を右辺の τ に置き換えた。 ■

(4.2.19)より，V の正規直交基底φ = { |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · }のベクトルにより構成し
たスレイター行列式 |φ1 · · ·φN〉の組

{ |φ1 · · ·φN〉 |φi = a, b, c, · · · (i = 1, · · · , N)} (4.2.21)

は∧N V の正規直交基底となる。ただし，基底φのベクトルのラベルに対して a <

b < c < · · · によって順序を定め， |φ1 · · ·φN〉におけるラベルは φ1 < · · · < φN の
順番で配列してあるとする。このとき，

〈φ1 · · ·φN |φ′
1 · · ·φ′

N〉 =

{
1 (φ1 = φ′

1, · · · , φN = φ′
N)

0 (上記以外)
(4.2.22)

である。基底 (4.2.21)を用いると，∧N V の一般の反対称テンソルはスレイター行
列式の線形結合で表せる。したがって，演算子の性質を調べるには，それのスレ
イター行列式に対する作用を調べればよいといえる。
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4.2.3 生成消滅演算子
V のベクトル |ξ〉に対し演算子 â†ξをスレイター行列式 |ψ1 · · ·ψN〉に対する作用

â†ξ |ψ1 · · ·ψN〉 = |ξψ1 · · ·ψN〉 (4.2.23)

によって定義する22。â†ξを ξの生成演算子といい，そのエルミート共役 âξを ξの
消滅演算子という23。âξの |ψ1 · · ·ψN〉に対する作用は

âξ |ψ1 · · ·ψN〉 =
N∑
i=1

(−1)i−1 〈ξ|ψi〉 |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉 (4.2.24)

によって与えられる。ただし，âξ |vac〉 = 0と定義する。
[ (4.2.24)の証明 ] â†ξの定義 (4.2.23)より，

〈ψ′
1 · · ·ψ′

N−1|âξ|ψ1 · · ·ψN〉 = 〈ψ1 · · ·ψN |â†ξ|ψ
′
1 · · ·ψ′

N−1〉
∗

= 〈ψ1 · · ·ψN |ξψ′
1 · · ·ψ′

N−1〉
∗ = 〈ξψ′

1 · · ·ψ′
N−1|ψ1 · · ·ψN〉

①
= det


〈ξ|ψ1〉 · · · 〈ξ|ψN〉
〈ψ′

1|ψ1〉 · · · 〈ψ′
1|ψN〉

...
. . .

...

〈ψ′
N−1|ψ1〉 · · · 〈ψ′

N−1|ψN〉


②
=

N∑
i=1

(−1)i−1 〈ξ|ψi〉 〈ψ′
1 · · ·ψ′

N−1|ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

(4.2.25)

を得る。等式①では (4.2.19)を用いた。等式②にでは行列式の第 1行による余因子
展開を用いた24。以上より，(4.2.24)が示された。 ■

V のベクトル |ξ〉， |η〉に対する生成消滅演算子について，

{â†ξ, â
†
η} = 0 {âξ, âη} = 0 {âξ, â†η} = 〈ξ|η〉 (4.2.26)

が成り立つ25。ここで，2つの演算子 X̂と Ŷ の反交換子を

{ X̂, Ŷ } = X̂Ŷ + Ŷ X̂ (4.2.27)

22正確にいうと â†ξ は
∧
V =

⊕∞
N=0

∧N
V の演算子です。

23â†ξ を âξ より先に定義するほうが議論しやすいので，このようにして進めることにします。生
成消滅演算子については参考文献 [17]の第 11章と参考文献 [18]の第 6章が参考になります。

24余因子展開については §1.5.3の (1.5.27)を参照してください。
25(4.2.26)のそれぞれの式の右辺は正確に書くならば 0̂や 〈ξ|η〉 Î などのように表すべきですが，
本書では物理の流儀にしたがって (4.2.26)のように書くことにします。
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によって定義した。(4.2.26)より，特に (â†ξ)
2 = 0，(âξ)

2 = 0である26。
[ (4.2.26)の証明 ] まず，{â†ξ, â†η} = 0を示す。生成演算子の定義 (4.2.23)より，

â†ξâ
†
η |ψ1 · · ·ψN〉 = |ξηψ1 · · ·ψN〉 = − |ηξψ1 · · ·ψN〉 = −â†ηâ

†
ξ |ψ1 · · ·ψN〉 (4.2.28)

であるから，{â†ξ, â†η} = 0が成り立つ。また，この式の両辺のエルミート共役をと
ることにより，{âξ, âη} = 0を得る。次に，{âξ, â†η} = 〈ξ|η〉を示す。(4.2.23)およ
び (4.2.24)により，
âξâ

†
η |ψ1 · · ·ψN〉 = âξ |ξψ1 · · ·ψN〉

= 〈ξ|η〉 |ψ1 · · ·ψN〉+
N∑
i=1

(−1)i 〈ξ|ψi〉 |ηψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

â†ηâξ |ψ1 · · ·ψN〉 = â†η

N∑
i=1

(−1)i−1 〈ξ|ψi〉 |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

=
N∑
i=1

(−1)i−1 〈ξ|ψi〉 |ηψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

(4.2.29)

であるから，

(âξâ
†
η + â†ηâξ) |ψ1 · · ·ψN〉 = 〈ξ|η〉 |ψ1 · · ·ψN〉 (4.2.30)

を得る。よって，{âξ, â†η} = 〈ξ|η〉が示された。 ■

V の 2組の正規直交基底φ = { |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · }とφ′ = { |a′〉 , |b′〉 , |c′〉 , · · · }につ
いて，

â†φ′ =
∑
φ

〈φ|φ′〉 â†φ âφ′ =
∑
φ

〈φ′|φ〉 âφ (4.2.31)

が成り立つ27。
[ (4.2.31)の証明 ] まず，ψ′

1 = φ′, ψ′
2 = ψ1, · · · , ψ′

N = ψN−1とおくと，

â†φ′ |ψ1 · · ·ψN−1〉 = |φ′ψ1 · · ·ψN−1〉 = |ψ′
1 · · ·ψ′

N〉 (4.2.32)

である。ここで，

|ψ′
1 · · ·ψ′

N〉 =
1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψ′
σ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψ

′
1〉σ−1(1) ⊗ · · · ⊗ |ψ

′
σ(N)〉N

(4.2.33)

26この性質はパウリの排他律 (4.2.18)の別な表現だと考えることができます。
27(4.2.31)では基底を表す φ，φ′を基底のラベルを表す変数としても使っていますが，混乱は生
じないと思います。
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の |ψ′
1〉σ−1(1) = |φ′〉σ−1(1)に

|φ′〉σ−1(1) =
∑
φ

|φ〉σ−1(1) 〈φ|σ−1(1) |φ
′〉σ−1(1) =

∑
φ

|φ〉σ−1(1) 〈φ|φ
′〉 (4.2.34)

を用いると，

|ψ′
1 · · ·ψ′

N〉 =
∑
φ

〈φ|φ′〉 1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψ′
σ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |φ〉σ−1(1) ⊗ · · · ⊗ |ψ

′
σ(N)〉N

=
∑
φ

〈φ|φ′〉 |φψ′
2 · · ·ψ′

N〉 =
∑
φ

〈φ|φ′〉 |φψ1 · · ·ψN−1〉

(4.2.35)

と書ける。つまり，

â†φ′ |ψ1 · · ·ψN−1〉 =
∑
φ

〈φ|φ′〉 â†φ |ψ1 · · ·ψN−1〉 (4.2.36)

である。よって，(4.2.31)の第 1式が成り立つことが示された。第 1式の両辺のエ
ルミート共役をとると第 2式が得られる。 ■

4.2.4 1体演算子と2体演算子
V の演算子を ∧N V に拡張したものを 1体演算子，V ⊗ V の演算子を ∧N V

に拡張したものを 2体演算子という。なお，§4.2.4では V の正規直交基底 φ =

{ |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · }のベクトルを表すラベル a, b, c, · · · の変数としてこれまで用い
てきたφiなどの代わりにα，β，α′，β′を用いることにする。一方，V の一般のベ
クトルを表すラベルはこれまでと同じように ψi，ψjなどを用いる。
まず，1体演算子について述べる。V の演算子

F̂1 =
∑
αβ

Fαβ |α〉〈β| (4.2.37)

を V ⊗N に拡張すると，

F̂N =
∑
αβ

Fαβ

N∑
i=1

|α〉i 〈β|i (4.2.38)
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となる28。これに対し

F̂ =
∑
αβ

Fαβâ
†
αâβ (4.2.39)

とおくと，∧N V において
F̂N = F̂ (4.2.40)

である。
[ (4.2.40)の証明 ]

∧N V の反対称テンソルはスレイター行列式 |ψ1 · · ·ψN〉の線形
結合で表されるから，任意の |ψ1 · · ·ψN〉に対して (4.2.40)を示せばよい。また，α，
βについての和の部分は本質的でないから，

N∑
i=1

|α〉i 〈β|i |ψ1 · · ·ψN〉 = â†αâβ |ψ1 · · ·ψN〉 (4.2.41)

がいえればよい。まず，(4.2.41)の左辺を計算すると，
N∑
i=1

|α〉i 〈β|i |ψ1 · · ·ψN〉

=
N∑
i=1

|α〉i 〈β|i
1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(i)〉i ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
N∑
i=1

〈β|ψσ(i)〉 |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |α〉i ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

①
=

1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
N∑
i=1

〈β|ψi〉 |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |α〉σ−1(i) ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
N∑
i=1

〈β|ψi〉
1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |α〉σ−1(i) ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
N∑
i=1

〈β|ψi〉 |ψ1 · · · α︸︷︷︸
i 番目
· · ·ψN〉

(4.2.42)

28(4.2.38)の右辺を略さずに書くと∑αβ Fαβ
∑N
i=1 Î1 ⊗ · · · ⊗ Îi−1 ⊗ |α〉i 〈β|i ⊗ Îi+1 ⊗ · · · ⊗ ÎN

ですが，物理の流儀にしたがって恒等演算子の部分は書かずに表すことにします。
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を得る。等式①では任意の置換 σに対し∑N
i=1 f(σ(i), i) =

∑N
i=1 f(i, σ

−1(i))が成
り立つことを用いた29。次に，(4.2.41)の右辺を計算すると，

â†αâβ |ψ1 · · ·ψN〉 = â†α

N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉 |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

=
N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉 â†α |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉 =
N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉 |αψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

=
N∑
i=1

〈β|ψi〉 |ψ1 · · · α︸︷︷︸
i 番目
· · ·ψN〉

(4.2.43)

を得る。よって，(4.2.41)が示された。 ■

重要な 1体演算子である数演算子 n̂φを

n̂φ = â†φâφ (4.2.44)

によって定義する。∧N V の場合，数演算子 n̂φは n̂2
φ = n̂φ，n̂†

φ = n̂φを満たすので
正射影演算子である。したがって，その固有値は 0，1である。固有値 0に属する
固有ベクトルは âφ | · 〉の形に書ける反対称テンソルであり，固有値 1に属する固
有ベクトルは â†φ | · 〉の形に書ける反対称テンソルである。特に，(4.2.21)に対し，

n̂φ |φ1 · · ·φN〉 =

{
|φ1 · · ·φN〉 (φ1, · · · , φNの中にφがある)

0 (φ1, · · · , φNの中にφがない)
(4.2.45)

である。
次に，2体演算子について述べる。V ⊗ V の演算子
Ĝ2 =

∑
αβα′β′

Gαβα′β′( |α〉1 〈β|1 ⊗ |α
′〉2 〈β

′|2 + |α
′〉1 〈β

′|1 ⊗ |α〉2 〈β|2) (4.2.46)

を V ⊗N に拡張すると，

ĜN =
∑
αβα′β′

Gαβα′β′

N∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i +

N∑
j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

)
(4.2.47)

29(4.2.42)の計算は，演算子∑N
i=1 |α〉i 〈β|i を σについての和の中に入れた直後 (ベクトルに作

用させる直前)に∑N
i=1 |α〉i 〈β|i =

∑N
i=1 |α〉σ−1(i) 〈β|σ−1(i) と書き換えて行っても同じ結果にな

ります。
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となる30。これに対し

Ĝ =
∑
αβα′β′

Gαβα′β′ â†αâ
†
α′ âβ′ âβ (4.2.48)

とおくと，∧N V において
ĜN = Ĝ (4.2.49)

である。
[ (4.2.49)の証明 ]

∧N V の反対称テンソルはスレイター行列式 |ψ1 · · ·ψN〉の線形
結合で表されるから，任意の |ψ1 · · ·ψN〉に対して (4.2.49)を示せばよい。また，α，
β，α′，β′についての和の部分は本質的でないから，

N∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i +

N∑
j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

)
|ψ1 · · ·ψN〉

= â†αâ
†
α′ âβ′ âβ |ψ1 · · ·ψN〉

(4.2.50)

30(4.2.47)の右辺を略さずに書くと∑N
i=1 Î1⊗· · ·⊗ Îi−1⊗

(∑
αβ Fαβ |α〉i 〈β|i

)
⊗ Îi+1⊗· · ·⊗ ÎN

ですが，物理の流儀にしたがって恒等演算子の部分は書かずに表すことにします。
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がいえればよい。まず，(4.2.50)の左辺を計算すると，
N∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i +

N∑
j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

)
|ψ1 · · ·ψN〉

=
N∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i +

N∑
j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

)
1√
N !

∑
σ

sgn(σ) |ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
N∑
i=1

( i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(j)〉j ⊗ · · · ⊗ |ψσ(i)〉i ⊗ · · · |ψσ(N)〉N

+
N∑

j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(i)〉i ⊗ · · · ⊗ |ψσ(j)〉j ⊗ · · · |ψσ(N)〉N
)

=
1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
N∑
i=1

( i−1∑
j=1

〈β′|ψσ(j)〉 〈β|ψσ(i)〉

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |α
′〉j ⊗ · · · ⊗ |α〉i ⊗ · · · |ψσ(N)〉N

+
N∑

j=i+1

〈β|ψσ(i)〉 〈β′|ψσ(j)〉

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |α〉i ⊗ · · · ⊗ |α
′〉j ⊗ · · · |ψσ(N)〉N

)
=

1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
∑
i ̸=j

〈β|ψσ(i)〉 〈β′|ψσ(j)〉

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗
[
|α〉i ⊗ · · · ⊗ |α

′〉j
]
⊗ · · · |ψσ(N)〉N

①
=

1√
N !

∑
σ

sgn(σ)
∑
i ̸=j

〈β|ψi〉 〈β′|ψj〉

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗
[
|α〉σ−1(i) ⊗ · · · ⊗ |α

′〉σ−1(j)

]
⊗ · · · |ψσ(N)〉N

=
∑
i ̸=j

〈β|ψi〉 〈β′|ψj〉 |ψ1 · · · α︸︷︷︸
i 番目
· · · α′︸︷︷︸

j 番目
· · ·ψN〉

(4.2.51)
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を得る。ここで，∑i ̸=jは i = jを除く i，jの和を意味する。また，[ |α〉i⊗· · ·⊗ |α′〉j]
は

[
|α〉i ⊗ · · · ⊗ |α

′〉j
]
=

{
|α′〉j ⊗ · · · ⊗ |α〉i (i > j)

|α〉i ⊗ · · · ⊗ |α′〉j (i < j)
(4.2.52)

を意味する記号として用いた。等式①では任意の置換σに対し∑i ̸=j f(σ(i), σ(j), i, j) =∑
i ̸=j f(i, j, σ

−1(i), σ−1(j))が成り立つことを用いた31。次に，(4.2.50)の右辺を計
算すると，

â†αâ
†
α′ âβ′ âβ |ψ1 · · ·ψN〉 = â†αâ

†
α′ âβ′

N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉 |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉

= â†αâ
†
α′

N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉
( i−1∑

j=1

(−1)j−1 〈β′|ψj〉 |ψ1

no ψj· · · · · ·
no ψi· · · · · · ψN〉

+
N∑

j=i+1

(−1)j−2 〈β′|ψj〉 |ψ1

no ψi· · · · · ·
no ψj· · · · · · ψN〉

)

= â†α

N∑
i=1

(−1)i−1 〈β|ψi〉
( i−1∑

j=1

〈β′|ψj〉 |ψ1 · · · α′︸︷︷︸
j 番目

no ψi· · · · · · ψN〉

+
N∑

j=i+1

〈β′|ψj〉 |ψ1

no ψi· · · · · · α′︸︷︷︸
j 番目
· · ·ψN〉

)

=
N∑
i=1

〈β|ψi〉
( i−1∑

j=1

〈β′|ψj〉 |ψ1 · · · α′︸︷︷︸
j 番目
· · · α︸︷︷︸

i 番目
· · ·ψN〉

+
N∑

j=i+1

〈β′|ψj〉 |ψ1 · · · α︸︷︷︸
i 番目
· · · α′︸︷︷︸

j 番目
· · ·ψN〉

)
=
∑
i ̸=j

〈β|ψi〉 〈β′|ψj〉 |ψ1 · · · α︸︷︷︸
i 番目
· · · α′︸︷︷︸

j 番目
· · ·ψN〉

(4.2.53)

を得る。よって，(4.2.50)が示された。 ■

31(4.2.51) の計算は，演算子 ∑
i ̸=j |α〉i 〈β|i ⊗ |α′〉j 〈β′|j を σ についての和の中に入れた直

後 (ベクトルに作用させる直前) に ∑
i ̸=j |α〉i 〈β|i ⊗ |α′〉j 〈β′|j =

∑
i ̸=j |α〉σ−1(i) 〈β|σ−1(i) ⊗

|α′〉σ−1(j) 〈β′|σ−1(j) と書き換えて行っても同じ結果になります。
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==============================================

補足・計算例 34.

反対称テンソル空間
例 1：内積空間V とその正規直交基底φ = { |1 ↑〉 , |1 ↓〉 , |2 ↑〉 , |2 ↓〉}を考え，V を基に 2次の反対称
テンソル空間∧2

V を構成する。∧2
V の基底を e = { |1 ↑ 1 ↓〉 , |1 ↑ 2 ↑〉 , |1 ↑ 2 ↓〉 , |1 ↓ 2 ↑〉 , |1 ↓ 2 ↓〉 ,

|2 ↑ 2 ↓〉}とすると，基底 eは正規直交基底となる。基底 eのベクトルに以下の演算子を作用させ
たときに 0にならない場合について計算を示す (次の例 2でこれらの計算が必要)。
・â†1↑â1↓â†1↓â1↑：

â†1↑â1↓â
†
1↓â1↑ |1 ↑ 2 ↑〉 = â†1↑â1↓â

†
1↓ |2 ↑〉 = â†1↑â1↓ |1 ↓ 2 ↑〉 = â†1↑ |2 ↑〉 = |1 ↑ 2 ↑〉

â†1↑â1↓â
†
1↓â1↑ |1 ↑ 2 ↓〉 = â†1↑â1↓â

†
1↓ |2 ↓〉 = â†1↑â1↓ |1 ↓ 2 ↓〉 = â†1↑ |2 ↑〉 = |1 ↑ 2 ↓〉

(4.2.54)

・â†1↓â1↑â†1↑â1↓：同様に â†1↓â1↑â
†
1↑â1↓ |1 ↓ 2 ↑〉 = |1 ↓ 2 ↑〉，â†1↓â1↑â†1↑â1↓ |1 ↓ 2 ↓〉 = |1 ↓ 2 ↓〉

・â†2↑â2↓â†2↓â2↑：

â†2↑â2↓â
†
2↓â2↑ |1 ↑ 2 ↑〉 = −â

†
2↑â2↓â

†
2↓â2↑ |2 ↑ 1 ↑〉 = −â

†
2↑â2↓â

†
2↓ |1 ↑〉

= −â†2↑â2↓ |2 ↓ 1 ↑〉 = −â
†
2↑ |1 ↑〉 = − |2 ↑ 1 ↑〉 = |1 ↑ 2 ↑〉

â†2↑â2↓â
†
2↓â2↑ |1 ↓ 2 ↑〉 = −â

†
2↑â2↓â

†
2↓â2↑ |2 ↑ 1 ↓〉 = −â

†
2↑â2↓â

†
2↓ |1 ↓〉

= −â†2↑â2↓ |2 ↓ 1 ↓〉 = −â
†
2↑ |1 ↓〉 = − |2 ↑ 1 ↓〉 = |1 ↓ 2 ↑〉

(4.2.55)

・â†2↓â2↑â†2↑â2↓：同様に â†2↓â2↑â
†
2↑â2↓ |1 ↑ 2 ↓〉 = |1 ↑ 2 ↓〉，â†2↓â2↑â†2↑â2↓ |1 ↓ 2 ↓〉 = |1 ↓ 2 ↓〉

・â†1↑â1↓â†2↓â2↑：

â†1↑â1↓â
†
2↓â2↑ |1 ↓ 2 ↑〉 = −â

†
1↑â1↓â

†
2↓â2↑ |2 ↑ 1 ↓〉 = −â

†
1↑â1↓â

†
2↓ |1 ↓〉

= −â†1↑â1↓ |2 ↓ 1 ↓〉 = â†1↑â1↓ |1 ↓ 2 ↓〉 = â†1↑ |2 ↓〉 = |1 ↑ 2 ↓〉
(4.2.56)

・â†1↓â1↑â†2↑â2↓：同様に â†1↓â1↑â
†
2↑â2↓ |1 ↑ 2 ↓〉 = |1 ↓ 2 ↑〉

例 2：補足・計算例 33の例 3と類似の問題を反対称テンソル空間の場合に扱ってみる32。内積空間
V とその正規直交基底φ = { |1 ↑〉 , |1 ↓〉 , |2 ↑〉 , |2 ↓〉}を考え，V を基に 2次の反対称テンソル空間∧2

V を構成する。∧2
V の基底を e = { |1 ↑ 1 ↓〉 , |1 ↑ 2 ↑〉 , |1 ↑ 2 ↓〉 , |1 ↓ 2 ↑〉 , |1 ↓ 2 ↓〉 , |2 ↑ 2 ↓〉}

とすると，基底 eは正規直交基底となる。正射影演算子 P̂，Q̂を

P̂ = |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↓|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|
Q̂ = |1 ↑ 1 ↓〉〈1 ↑ 1 ↓|+ |2 ↑ 2 ↓〉〈2 ↑ 2 ↓|

(4.2.57)

によって定義する。W = im P̂ とおくとW⊥ = im Q̂であり，

W = span( |1 ↑ 2 ↑〉 , |1 ↑ 2 ↓〉 , |1 ↓ 2 ↑〉 , |1 ↓ 2 ↓〉)
W⊥ = span( |1 ↑ 1 ↓〉 , |2 ↑ 2 ↓〉)

(4.2.58)

32ここでは 2個の電子のような同じ種類のスピン 1/2の粒子を考えています。
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と書ける。全スピン角運動量演算子 Ŝ = Ŝx ex+Ŝy ey+Ŝz ezはパウリ行列σ = σx ex+σy ey+σz ez
を用いて

Ŝ =
1

2
[ â†1↑ â

†
1↓ ]σ

[
â1↑
â1↓

]
+

1

2
[ â†2↑ â

†
2↓ ]σ

[
â2↑
â2↓

]
(4.2.59)

によって定義される。つまり，

Ŝx =
1

2
(â†1↑â1↓ + â†1↓â1↑ + â†2↑â2↓ + â†2↓â2↑)

Ŝy =
1

2i
(â†1↑â1↓ − â

†
1↓â1↑ + â†2↑â2↓ − â

†
2↓â2↑)

Ŝz =
1

2
(â†1↑â1↑ − â

†
1↓â1↓ + â†2↑â2↑ − â

†
2↓â2↓)

(4.2.60)

である。全スピン角運動量演算子の 2乗 Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ2

y + Ŝ2
z は

Ŝ2 =
1

2
(â†1↑â1↓â

†
1↓â1↑ + â†1↓â1↑â

†
1↑â1↓ + â†1↑â1↓â

†
2↓â2↑ + â†2↓â2↑â

†
1↑â1↓

+ â†1↓â1↑â
†
2↑â2↓ + â†2↑â2↓â

†
1↓â1↑ + â†2↑â2↓â

†
2↓â2↑ + â†2↓â2↑â

†
2↑â2↓)

+
1

4
(n̂21↑ + n̂21↓ + n̂22↑ + n̂22↓

− 2n̂1↑n̂1↓ + 2n̂1↑n̂2↑ − 2n̂1↑n̂2↓ − 2n̂1↓n̂2↑ + 2n̂1↓n̂2↓ − 2n̂2↑n̂2↓)

=
1

2
(â†1↑â1↓â

†
1↓â1↑ + â†1↓â1↑â

†
1↑â1↓ + â†2↑â2↓â

†
2↓â2↑ + â†2↓â2↑â

†
2↑â2↓)

+ â†1↑â1↓â
†
2↓â2↑ + â†1↓â1↑â

†
2↑â2↓

+
1

4
(n̂1↑ + n̂1↓ + n̂2↑ + n̂2↓

− 2n̂1↑n̂1↓ + 2n̂1↑n̂2↑ − 2n̂1↑n̂2↓ − 2n̂1↓n̂2↑ + 2n̂1↓n̂2↓ − 2n̂2↑n̂2↓)

(4.2.61)

と書ける。ここで，Ŝ2
z の項は数演算子 n̂φ = â†φâφ を用いて表した。Î∧2 V = P̂ + Q̂より，Ŝ2 =

Ŝ2P̂ + Ŝ2Q̂と書ける。まず Ŝ2P̂ を計算すると，

Ŝ2P̂ = |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↑ 2 ↓|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|
+ |1 ↑ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↓|+ |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|

= 2( |1 ↑ 2 ↑〉〈1 ↑ 2 ↑|+ |1 ↓ 2 ↓〉〈1 ↓ 2 ↓|) + [ |1 ↑ 2 ↓〉 |1 ↓ 2 ↑〉 ]
[
1 1
1 1

][
〈1 ↑ 2 ↓|
〈1 ↓ 2 ↑|

]
= 2( |T+1〉〈T+1|+ |T−1〉〈T−1|) + [ |T0〉 |S〉 ]

[
2 0
0 0

][
〈T0|
〈S|

]
= 0 · |S〉〈S|+ 2 · ( |T+1〉〈T+1|+ |T0〉〈T0|+ |T−1〉〈T−1|)

(4.2.62)

を得る。ここで，

|S〉 = 1√
2
( |1 ↑ 2 ↓〉 − |1 ↓ 2 ↑〉) (4.2.63)

|T+1〉 = |1 ↑ 2 ↑〉 |T0〉 =
1√
2
( |1 ↑ 2 ↓〉+ |1 ↓ 2 ↑〉) |T−1〉 = |1 ↓ 2 ↓〉 (4.2.64)
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とおいた。(4.2.62)の最右辺はW の演算子としての Ŝ2のスペクトル分解であり，(4.2.63)，(4.2.64)
のベクトルは Ŝ2 の固有ベクトルである。Ŝ2 の固有値，固有ベクトルは

固有値：0, 固有ベクトル：|S〉
固有値：2, 固有ベクトル：|T+1〉 , |T0〉 , |T−1〉

(4.2.65)

である。また，(4.2.63)，(4.2.64)のベクトルは Ŝz の固有ベクトルにもなっている。Ŝz の固有値，
固有ベクトルは

固有値： + 1, 固有ベクトル：|T+1〉
固有値： 0, 固有ベクトル：|S〉 , |T0〉
固有値： − 1, 固有ベクトル：|T−1〉

(4.2.66)

である。一方，Ŝ2Q̂については
Ŝ2Q̂ = 0 (4.2.67)

であるから，W⊥のベクトルは Ŝ2の固有値 0に属する。W⊥のベクトルは Ŝz の固有値 0に属す
ることも明らかである。以上より，|S〉およびW⊥のベクトルはスピン 1重項状態を表し，|T+1〉，
|T0〉， |T−1〉はスピン 3重項状態を表せることがわかる。

例 3：反交換関係 {â, â†} = 1を満たす生成消滅演算子 â，â†と複素数 λを用いて演算子 â(λ)およ
び â†(λ)を

â(λ) = eλn̂âe−λn̂ â†(λ) = eλn̂â†e−λn̂ (4.2.68)

によって定義する。ここで，n̂ = â†âは数演算子である。演算子の指数関数の定義 (2.2.49)，およ
び，n̂â = â†â2 = 0，ân̂ = ââ†â = (1− â†â)â = âより，

â(λ) =

∞∑
n=0

(−λ)n

n!
â (4.2.69)

と書けるから，
â(λ) = âe−λ (4.2.70)

を得る。また，(4.2.68)より â(λ)† = â†(−λ∗)であるから，
â†(λ) = â†eλ (4.2.71)

を得る。
==============================================

4.3 対称テンソル空間
4.3.1 対称テンソル空間
反対称テンソル空間∧N V と並んで重要なテンソル空間 V ⊗N の部分空間として

対称テンソル空間∨N V がある。∨N V についての議論は∧N V についての場合と
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ほとんど同じように進めることができるので，対称テンソル空間に特有の性質以
外についての記述は要点をまとめる程度に留める。
対称化演算子 ŜN を

ŜN =
1

N !

∑
σ

σ̂ (4.3.1)

によって定義する33。このとき，
Ŝ2
N = ŜN Ŝ†

N = ŜN (4.3.2)

が成り立つ。つまり，ŜN は V ⊗N の正射影である。ŜN の像 im ŜN は V ⊗N の部分
空間となる。これを∨N V と表し，N次の対称テンソル空間という。また，∨N V

の元をN 次の対称テンソルという34。さらに，N = 0のときにも真空状態 |vac〉
を導入して∨0 V = span( |vac〉)と考えることにする。

4.3.2 単純対称テンソル
V のN個のベクトル |ψ1〉 , · · · , |ψN〉を用いて，

∨N V の対称テンソル |ψ1 · · ·ψN〉
を

|ψ1 · · ·ψN〉 =
√
N !ŜN |ψ1〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψN〉N (4.3.3)

によって定義する。 |ψ1 · · ·ψN〉は

|ψ1 · · ·ψN〉 =
1√
N !

∑
σ

|ψσ(1)〉1 ⊗ · · · ⊗ |ψσ(N)〉N

=
1√
N !

perm

 |ψ1〉1 · · · |ψ1〉N
...

. . .
...

|ψN〉1 · · · |ψN〉N

 (4.3.4)

と表せる35。 |ψ1 · · ·ψN〉を単純対称テンソルという36。単純対称テンソルについて，
|ψσ(1) · · ·ψσ(N)〉 = |ψ1 · · ·ψN〉 (4.3.5)

33反対称化演算子 ÂN の定義 (4.2.10)と違うのは，置換の符号 sgn(σ)が 1に置き換わっている
という点です。

34多粒子系の量子力学において，N 個のボース粒子からなる系の状態はN 次対称テンソルで表
されます。例としてN 個の 4Heからなる系などがあります。

35(4.3.4)の perm[ · · · ]はパーマネントとよばれ，正方行列 Aに対し permAのように表されま
す。

36一般の対称テンソルは単純対称テンソルの線形結合で表せるので，対称テンソル空間の演算子
はその単純対称テンソルへの作用が与えられれば定まることになります。

153



が成り立つ。特に，ψiと ψjを入れ替えると，

|ψ1 · · ·ψj · · ·ψi · · ·ψN〉 = |ψ1 · · ·ψi · · ·ψj · · ·ψN〉 (4.3.6)

である。注意すべきは，スレイター行列式の性質 (4.2.18)とは異なり，ψi = ψj (i 6=
j)であっても |ψ1 · · ·ψi · · ·ψj · · ·ψN〉は 0にはならないという点である37。2つの
単純対称テンソル |ψ1 · · ·ψN〉と |ψ′

1 · · ·ψ′
N〉の間の内積は

〈ψ1 · · ·ψN |ψ′
1 · · ·ψ′

N〉 = perm

 〈ψ1|ψ′
1〉 · · · 〈ψ1|ψ′

N〉
...

. . .
...

〈ψN |ψ′
1〉 · · · 〈ψN |ψ′

N〉

 (4.3.7)

と表せる。(4.3.7)より，V の正規直交基底 φ = { |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · }のベクトルに
より構成した単純対称テンソル |na nb nc · · ·〉を

|na nb nc · · ·〉 =
1√

na!nb!nc! · · ·
|φ1 · · ·φN〉 (4.3.8)

とおくと，

{ |na nb nc · · ·〉 |nφ = 0, 1, 2, · · · (φ = a, b, c, · · · )} (4.3.9)

は∨N V の正規直交基底となる38。ただし，基底 φのベクトルのラベルに対して
a < b < c < · · · によって順序を定め，|φ1 · · ·φN〉におけるラベルはφ1 ≤ · · · ≤ φN
の順番で配列してあるとする39。また，na, nb, nc, · · · はラベルの並び φ1 · · ·φN の
中に a, b, c, · · · が現れる回数を表し，na + nb + nc + · · · = N である。このとき，

〈na nb nc · · ·|n′
a n

′
b n

′
c · · ·〉 =

{
1 (na = n′

a, nb = n′
b, nc = n′

c, · · · )
0 (上記以外)

(4.3.10)

である。基底 (4.3.9)を用いると，∨N V の一般の対称テンソルは単純対称テンソ
ルの線形結合で表せる。したがって，演算子の性質を調べるには，それの単純対
称テンソルに対する作用を調べればよいといえる。

37これはボース粒子は同じ一粒子状態に何個でも入れるという性質を表しています。この性質が
レーザーのコヒーレント状態，液体 4Heの超流動状態，金属電子系の超伝導状態などの起源とな
ります。

38(4.3.8)の右辺にある正規化の因子 1/
√
na!nb!nc! · · ·は，(i, j)成分がすべて 1の nφ 次正方行

列のパーマネントを計算すると nφ!になることから理解できます。
39スレイター行列式の場合は φ1 < · · · < φN のように等号無し不等号でしたが，単純対称テンソ
ルの場合は φ1 ≤ · · · ≤ φN のように等号付き不等号だということに注意しましょう。
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4.3.3 生成消滅演算子
反対称テンソル空間の場合と同様に対称テンソル空間にける生成消滅演算子を

以下のように導入する。V のベクトル |ξ〉に対し演算子 â†ξ を単純対称テンソル
|ψ1 · · ·ψN〉に対する作用

â†ξ |ψ1 · · ·ψN〉 = |ξψ1 · · ·ψN〉 (4.3.11)

によって定義する。â†ξを ξの生成演算子といい，そのエルミート共役 âξを ξの消
滅演算子という。âξの |ψ1 · · ·ψN〉に対する作用は

âξ |ψ1 · · ·ψN〉 =
N∑
i=1

〈ξ|ψi〉 |ψ1

no ψi· · · · · · ψN〉 (4.3.12)

によって与えられる。ただし，âξ |vac〉 = 0と定義する。V のベクトル |ξ〉，|η〉に
対する生成消滅演算子について，

[ â†ξ, â
†
η ] = 0 [ âξ, âη ] = 0 [ âξ, â

†
η ] = 〈ξ|η〉 (4.3.13)

が成り立つ40。ここで，[ X̂, Ŷ ]は (2.2.7)で定義した 2つの演算子 X̂ と Ŷ の交
換子である。また，V の 2 組の正規直交基底 φ = { |a〉 , |b〉 , |c〉 , · · · } と φ′ =

{ |a′〉 , |b′〉 , |c′〉 , · · · }について，

â†φ′ =
∑
φ

〈φ|φ′〉 â†φ âφ′ =
∑
φ

〈φ′|φ〉 âφ (4.3.14)

が成り立つ。

4.3.4 1体演算子と2体演算子
反対称テンソル空間の場合と同様に対称テンソル空間にける 1体演算子と 2体
演算子を以下のように導入する。V の演算子を∨N V に拡張したものを 1体演算
子，V ⊗ V の演算子を∨N V に拡張したものを 2体演算子という。
V の演算子

F̂1 =
∑
αβ

Fαβ |α〉〈β| (4.3.15)

40 |ξ〉と |η〉を同一の正規化されたベクトルとすると，(4.3.13)は量子力学で調和振動子を扱う
際に用いられる生成消滅演算子の満たす交換関係と一致します。このことから，ボース粒子系は調
和振動子の集まりと等価であることがわかります。
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を V ⊗N に拡張すると，

F̂N =
∑
αβ

Fαβ

N∑
i=1

|α〉i 〈β|i (4.3.16)

となる41。これに対し

F̂ =
∑
αβ

Fαβâ
†
αâβ (4.3.17)

とおくと，∨N V において

F̂N = F̂ (4.3.18)

である。重要な 1体演算子である数演算子 n̂φを

n̂φ = â†φâφ (4.3.19)

によって定義する。n̂φはエルミート演算子であり，n̂†
φ = n̂φを満たす。このとき，

νを零または正の整数 (ν = 0, 1, 2, · · · )として

n̂φ |ν ∗〉 = ν |ν ∗〉 |ν ∗〉 = 1√
ν!
(â†φ)

ν |∗〉 (4.3.20)

が成り立つ。つまり，̂nφの固有値は零または正の整数 νであり，固有値 νに属する
固有ベクトルは |ν ∗〉である。ただし，|∗〉は ker n̂φの任意の対称テンソルであり，
もし |∗〉が正規化されているならば |ν ∗〉も正規化されている42。â†φ，âφの |ν ∗〉
に対する作用は

â†φ |ν ∗〉 =
√
ν + 1 |ν + 1 ∗〉 âφ |ν ∗〉 =

√
ν |ν − 1 ∗〉 (4.3.21)

である。
[ (4.3.20)の証明 ] âφ |vac〉 = 0より n̂φ |vac〉 = 0であるから，φ以外のラベルを
もつ任意の生成演算子を任意の回数 |vac〉に作用させて得られる対称テンソルの
線形結合の全体は ker n̂φである。言い換えると，ker n̂φは n̂φの固有値 0に対応す
る固有空間である。したがって，n̂φ |∗〉 = 0であるから，n̂φ |ν ∗〉 = ν |ν ∗〉を示す

41(4.3.16)の F̂N は (4.2.38)の F̂N と同じものです。
42(4.3.8)の右辺にある 1/

√
na!等の因子と (4.3.20)の第 2式の右辺にある 1/

√
ν!の因子は同じ

ものです。この因子の導出過程はかなり違っているように見えますが，深いところで繋がっている
のでしょう。
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には n̂φ(â
†
φ)
ν = (â†φ)

νn̂φ + ν(â†φ)
ν，つまり，[ n̂φ, (â

†
φ)
ν ] = ν(â†φ)

νがいえればよい。
(4.3.13)より

[ n̂φ, â
†
φ ] = [ â†φâφ, â

†
φ ] = â†φ[ âφ, â

†
φ ]+ [ â†φ, â

†
φ ]âφ = â†φ (4.3.22)

であるから，これを繰り返し用いると
[ n̂φ, (â

†
φ)
ν ] = (â†φ)

ν−1[ n̂φ, â
†
φ ]+ [ n̂φ, (â

†
φ)
ν−1 ]â†φ = (â†φ)

ν + [ n̂φ, (â
†
φ)
ν−1 ]â†φ

= 2(â†φ)
ν + [ n̂φ, (â

†
φ)
ν−2 ](â†φ)

2 = 3(â†φ)
ν + [ n̂φ, (â

†
φ)
ν−3 ](â†φ)

3 = · · · = ν(â†φ)
ν

(4.3.23)

を得る。よって，n̂φ |ν ∗〉 = ν |ν ∗〉が示された。また，

〈ν ∗|ν ∗〉 = 1

ν
〈ν − 1 ∗|âφâ†φ|ν − 1 ∗〉 = 1

ν
〈ν − 1 ∗|(â†φâφ + 1)|ν − 1 ∗〉

=
1

ν
〈ν − 1 ∗|(ν − 1 + 1)|ν − 1 ∗〉 = 〈ν − 1 ∗|ν − 1 ∗〉

(4.3.24)

であるから，これを繰り返し用いると 〈ν ∗|ν ∗〉 = · · · = 〈∗|∗〉を得る。したがって，
もし |∗〉が正規化されているならば |ν ∗〉も正規化されている。以上より，(4.3.20)
が示された。 ■

V ⊗ V の演算子
Ĝ2 =

∑
αβα′β′

Gαβα′β′( |α〉1 〈β|1 ⊗ |α
′〉2 〈β

′|2 + |α
′〉1 〈β

′|1 ⊗ |α〉2 〈β|2) (4.3.25)

を V ⊗N に拡張すると，

ĜN =
∑
αβα′β′

Gαβα′β′

N∑
i=1

(
i−1∑
j=1

|α′〉j 〈β
′|j ⊗ |α〉i 〈β|i +

N∑
j=i+1

|α〉i 〈β|i ⊗ |α
′〉j 〈β

′|j

)
(4.3.26)

となる43。これに対し
Ĝ =

∑
αβα′β′

Gαβα′β′ â†αâ
†
α′ âβ′ âβ (4.3.27)

とおくと，∨N V において
ĜN = Ĝ (4.3.28)

である。
==============================================

補足・計算例 35.

43(4.3.26)の ĜN は (4.2.38)の ĜN と同じものです。
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対称テンソル空間
例 1：交換関係 [ â, â† ] = 1を満たす生成消滅演算子 â，â† と複素数 α を用いてユニタリ演算子
D̂(α)を

D̂(α) = eαâ
†−α∗â (4.3.29)

によって定義する。D̂(α)を真空状態 |vac〉に作用させて得られるベクトル

|α〉 = D̂(α) |vac〉 (4.3.30)

をコヒーレント状態という44。ただし， |vac〉は正規化されているとする。 |α〉はユニタリ演算子
を正規化されたベクトルに作用させて得たベクトルであるからやはり正規化されている。補足・計
算例 19の (2.2.80)を用いると

D̂(α) = e−
1
2 |α|

2

eαâ
†
e−α

∗â (4.3.31)

と書けるから，e−α∗â |vac〉 = |vac〉より，

|α〉 = e−
1
2 |α|

2

eαâ
†
|vac〉 (4.3.32)

と表せる。数演算子 n̂ = â†âの固有値 n (= 0, 1, 2, · · · )に属する正規化された固有ベクトルを |n〉
とすると，

|n〉 = 1√
n!
(â†)n |vac〉 (4.3.33)

であるから，

|α〉 = e−
1
2 |α|

2
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 (4.3.34)

と書ける。â |n〉 = √n |n− 1〉より，

â |α〉 = α |α〉 (4.3.35)

が成り立つ。つまり，コヒーレント状態 |α〉は消滅演算子 âの固有値 αに属する固有ベクトルで
ある。ただし，âは正規演算子でないため，その異なる固有値に属する固有ベクトルの間の直交性
は必ずしも保証されない。実際，

〈α|β〉 = e−
1
2 |α|

2− 1
2 |β|

2+α∗β (4.3.36)

となるから，α 6= β であっても 〈α|β〉 6= 0である。次に，〈n〉 = 〈α|n̂|α〉とおくと

〈n〉 = |α|2 (4.3.37)

である。この 〈n〉を用いると正射影演算子 P̂n = |n〉〈n|に対して

〈α|P̂n|α〉 = e−⟨n⟩ 〈n〉n

n!
(4.3.38)

44正確にいうと |α〉は∨ V =
⊕∞

N=0

∨N
V のベクトルです。
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を得る。(4.3.38)は母数 〈n〉のポアソン分布である45。

例 2：交換関係 [ â, â† ] = 1を満たす生成消滅演算子 â，â†と複素数 λを用いて演算子 â(λ)および
â†(λ)を

â(λ) = eλn̂âe−λn̂ â†(λ) = eλn̂â†e−λn̂ (4.3.39)

によって定義する。ここで，n̂ = â†âは数演算子である。補足・計算例 19の (2.2.58)より，

â(λ) =

∞∑
n=0

λn

n!
[ n̂, · · · [ n̂, â ] · · · ] (4.3.40)

と書ける。[ n̂, â ] = [ â†â, â ] = â†[ â, â ] + [ â†, â ]â = −âより [ n̂, · · · [ n̂, â ] · · · ] = (−1)nâである
から，

â(λ) = âe−λ (4.3.41)

を得る。また，(4.3.39)より â(λ)† = â†(−λ∗)であるから，

â†(λ) = â†eλ (4.3.42)

を得る。
==============================================

45量子力学ではボース粒子系の状態 | · 〉による 〈 · |P̂n| · 〉を粒子数の測定値が nとなる確率で
あると解釈します。その確率分布がコヒーレント状態 |α〉の場合はポアソン分布で与えられると
いうことです。
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第 5章 関数空間

本章では関数全体のなす内積空間である関数空間について述べる。まず，1変数関
数の関数空間における位置演算子とデルタ関数，波数演算子と平面波について説
明する。次に，スピン自由度をもつ 3変数関数の関数空間を導入し，角運動量演
算子と回転演算子の基本事項について述べる。これらを基礎として反対称テンソ
ル空間を構築し，場の演算子を導入する。

5.1 関数空間・デルタ関数・完全性関係
5.1.1 関数空間
区間 [ a, b ]における関数 |f〉を 1つの実数 x ∈ [ a, b ]に対して 1つの複素数 f(x)

を対応させる写像，つまり，

|f〉 : x 7→ f(x) (5.1.1)

であるとして定義する1。慣習として「関数 f(x)」のように言い表すことが多いが，
関数は写像 |f〉のことであって，関数の値 f(x)のことではないという点に注意さ
れたい2。
関数 |f〉， |g〉と複素数 λに対して，関数の和とスカラー倍を

|f〉+ |g〉 : x 7→ f(x) + g(x) λ |f〉 : x 7→ λf(x) (5.1.2)

によって定義すると，関数の全体は線形空間となる。さらに，内積を

( |f〉 , |g〉) =
∫ b

a

dx f(x)∗g(x) (5.1.3)

1数学では |f〉を f と記します。
2したがって， |f〉 = f(x)という式は左辺 (写像)と右辺 (複素数)が種類の異なるものを等しい

としているため意味をなしません。ベクトルでいうと |a〉 = ai と書くのと同じくらい無意味な式
です。
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によって定義することにより，関数の全体は内積空間となる3。これを関数空間と
いう4。以降では，(5.1.3)により定まる |f〉のエルミート共役 〈f |を用いて，必要
に応じて ( |f〉 , |g〉)を 〈f |g〉と表すことにする。関数 |f〉を定めるには区間 [ a, b ]

に属する無限個の xに対して無限個の f(x)を定める必要がある。そのため関数空
間は無限次元の線形空間となる。

5.1.2 デルタ関数
区間 [ a, b ]の任意の関数 f(x)に対して，∫ b

a

dx f(x)δ(x− ξ) = f(ξ) (5.1.4)

によって定義される関数 δ(x−ξ)をディラックのデルタ関数という5。(5.1.4)より，
δ(x− ξ)は実関数である。また，εを小さな正の数として

f(x) =

{
1 (ξ − ε < x < ξ + ε)

0 (上記以外)
(5.1.5)

とすると， ∫ ξ+ε

ξ−ε
dx δ(x− ξ) = 1 (5.1.6)

である。したがって，δ(x− ξ)は x 6= ξで 0，x = ξで無限大となるという特異的
な関数であることがわかる6。

3本章では，§5.2.5を除き，(5.1.3)によって関数の内積を定義します。§5.2.5では (5.1.3)を一
般化した重み付き内積 (5.2.73)について述べます。重み付き内積の詳細は補章 C.1を参照してく
ださい。

4関数空間を厳密に扱う数学は関数解析とよばれます。興味のある方は関数解析の教科書を参照
してください。

5(5.1.4)の左辺は内積 (5.1.3)の形に書くと ∫ b
a
dx δ(x− ξ)∗f(x)となります。

6厳密にはデルタ関数は通常の関数ではなく超関数として扱われます。
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図 5.1: デルタ関数と階段関数

デルタ関数の特異性を避けて計算を行うために，例えば

δ(x) = lim
ε→+0

1

π

ε

x2 + ε2
δ(x) = lim

ε→+0

1√
2πε

e−
x2

2ε2 (5.1.7)

が用いられる7。また，デルタ関数の性質として

δ(u(x)− u(ξ)) = 1

|u′(x)|
δ(x− ξ)

∫ b

a

dx f(x)δ′(x− ξ) = −f ′(ξ) (5.1.8)

などが基本的である。ただし，(5.1.8)の第 1式における u(x)は区間 [ a, b ]におい
て xの単調関数であるとする。
デルタ関数の原始関数はヘヴィサイドの階段関数

H(x− ξ) =

{
0 (x < ξ)

1 (x > ξ)
(5.1.9)

であり，

H(x− ξ) =
∫ x

a

dx′ δ(x′ − ξ) (5.1.10)

が成り立つ8。
デルタ関数に関連して∫ b

a

dx
f(x)

x± i0
= P

∫ b

a

dx
f(x)

x
∓ iπ

∫ b

a

dx δ(x)f(x) (5.1.11)

7(5.1.7)の第 2式は分散 ε2 の正規分布関数です。
8本書では H(0)の値を未定義とすることにします。H(0)の値としては 0，1/2，1と定義され

ることもあります。
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が成り立つ。ここで，a < 0，b > 0とする。また，右辺の第 1項はコーシーの主
値であり，

P

∫ b

a

dx
f(x)

x
= lim

ε→+0

(∫ −ε

a

dx
f(x)

x
+

∫ b

ε

dx
f(x)

x

)
(5.1.12)

によって定義される。(5.1.11)をソホーツキー‒プレメリの定理 という9。
[ (5.1.11)の証明 ] εを小さな正の数とする。恒等式

1

x± iε
=

x

x2 + ε2
∓ iπ 1

π

ε

x2 + ε2
(5.1.13)

の両辺を x = aから x = bまで積分し，コーシーの主値は

P

∫ b

a

dx
f(x)

x
= lim

ε→+0

∫ b

a

dx
x

x2 + ε2
f(x) (5.1.14)

と表せること，また，デルタ関数は (5.1.7)の第 1式のように書けることを考慮す
ると，(5.1.11)が得られる。 ■

5.1.3 完全性関係
区間 [ a, b ]において任意の関数 f(x)が正規直交系 {ui(x)}により

f(x) =
∑
i

ciui(x) (5.1.15)

と表せるとする。このとき，{ui(x)}は完全あるいは完全系であるという。{ui(x)}
が完全正規直交系であるためには，∑

i

ui(x)ui(x
′)∗ = δ(x− x′) (5.1.16)

でなければならない。(5.1.16)を完全性関係という10。
[ (5.1.16)の証明 ] {ui(x)}が完全正規直交系であるとする。正規直交性 (ui, uj) = δij
より

ci =

∫ b

a

dx ui(x)
∗f(x) (5.1.17)

9リップマン‒シュウィンガーの関係式 とよばれることもあります。
10§5.2.5で述べる重み付き内積 (5.2.73)の場合，(5.1.16)は補章 C.1の (C.1.17)のように修正さ
れます。
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である。これを (5.1.15)の右辺に用いると，

f(x) =
∑
i

(∫ b

a

dx′ ui(x
′)∗f(x′)

)
ui(x) =

∫ b

a

dx′ f(x′)

(∑
i

ui(x)ui(x
′)∗

)
(5.1.18)

となる。したがって，デルタ関数の定義 (5.1.4)より，(5.1.16)を得る。 ■

5.2 位置演算子と波数演算子
5.2.1 位置演算子とデルタ関数
区間 [ a, b ]において，関数 |f〉を矩形関数の線形結合で近似することを考える。

そこで，一旦区間を [ a−∆x/2, b+∆x/2 ]として，矩形関数 |τi〉 (i = 1, · · · , n)を

τi(x) =


1√
∆x

(xi −∆x/2 < x < xi +∆x/2)

0 (上記以外)
(5.2.1)

によって定義する。ここで，xi = a + (i − 1)∆x，∆x = (b − a)/(n − 1)である。
V = span( |τ1〉 , · · · , |τn〉)とすると，

τ = { |τ1〉 , · · · , |τn〉}は V の正規直交基底 (5.2.2)

である。
[ (5.2.2)の証明 ] |τi〉と |τj〉の内積を計算する。i = jのとき，

〈τi|τi〉 =
∫ b+∆x/2

a−∆x/2

dx τi(x)
∗τi(x) =

∫ xi+∆x/2

xi−∆x/2

dx

(
1√
∆x

)2

= 1 (5.2.3)

であるから，|τi〉は正規化されている。一方，i 6= jのときは恒等的に τi(x)τj(x) = 0

となるから，〈τi|τj〉 = 0，つまり， |τi〉と |τj〉は直交する。以上より，(5.2.2)が示
された。 ■
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図 5.2: 矩形関数とデルタ関数

次に n→∞の極限を考える。 |τi〉と |f〉の内積は

lim
n→∞

〈τi|f〉 = lim
n→∞

∫ xi+∆x/2

xi−∆x/2

dx
1√
∆x

f(x) = lim
n→∞

√
∆xf(xi) (5.2.4)

となるから，ダイアドの定義 (2.2.16)より，

lim
n→∞

|τi〉〈τi|f〉 = lim
n→∞

√
∆xf(xi) |τi〉 (5.2.5)

である。(5.2.5)を i = 1, · · · , nについて和をとり完全性関係 Î = | τ ][ τ |を考慮す
ると，

|f〉 = lim
n→∞

n∑
i=1

√
∆xf(xi) |τi〉 = lim

n→∞

n∑
i=1

∆xf(xi)
1√
∆x
|τi〉 (5.2.6)

と書ける。 |x〉を

|x〉 = lim
n→∞

1√
∆x
|τi〉 (5.2.7)

によって定義すると11，

|f〉 =
∫ b

a

dx f(x) |x〉 (5.2.8)

11 〈τi|τi〉 = 1とは対照的に 〈x|x〉 = limn→∞ 1/∆x =∞です。
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を得る12。また，(5.2.4)と (5.2.7)より

〈x|f〉 = f(x) (5.2.9)

である。したがって， |x〉 = |ξ〉と |f〉の内積は 〈ξ|f〉 = f(ξ)であり，(5.2.8)より

f(ξ) =

∫ b

a

dxf(x) 〈ξ|x〉 (5.2.10)

と書ける13。 〈ξ|x〉が実数であること，つまり，〈ξ|x〉 = 〈x|ξ〉であること，および，
デルタ関数の定義 (5.1.4)より，

〈x|ξ〉 = δ(x− ξ) (5.2.11)

を得る。以上より，関数 |ξ〉がデルタ関数 δ(x− ξ)に対応することがわかった。
デルタ関数 |x〉に関する完全性関係は，Î =

∑n
i=1 |τi〉〈τi|において n → ∞の極

限をとることにより，

Î =

∫ b

a

dx |x〉〈x| (5.2.12)

と表せる。また，位置演算子 x̂を，x̂ =
∑n

i=1 xi |τi〉〈τi|とおいて n→∞の極限を
とることにより，

x̂ =

∫ b

a

dx x |x〉〈x| (5.2.13)

によって定義する14。x̂はエルミート演算子であり，

x̂ |x〉 = x |x〉 〈x| x̂ = x 〈x| (5.2.14)

が成り立つ15。 |x〉は x̂の固有値 xに属する固有関数である16。
12(5.2.8)が |f〉と f(x)の関係をはっきり示している式です。 |f〉は f(x)dxを係数とする |x〉の
線形結合によって表されるということです。

13(5.2.10)の右辺は内積 (5.1.3)の形に書くと ∫ b
a
dx 〈x|ξ〉∗ f(x)となります。

14(5.2.13) の意味は |f〉 と x̂ |g〉 の内積が ∫ b
a
dx f(x)∗xg(x) で与えられるような演算子を x̂ と

するということです。なお，(5.2.13) は x̂ のスペクトル分解です。数学では (5.2.13) を Ê(x) =∫ x
a
dx′ |x′〉〈x′|を用いて x̂ =

∫ b
a
xdÊ(x)のように表します。

15あるいは，区間 [ a, b ]の任意の xに対して (5.2.14)の第 1式 (または第 2式)を x̂の定義とす
れば，(5.2.12)より (5.2.13)を導けます。

16位置演算子のように，固有ベクトルのノルムが無限大となるとき，それらの属する固有値は演
算子の連続スペクトルを形成するといいます。これに対して，固有ベクトルのノルムが有限のと
き，それらの属する固有値は演算子の点スペクトルを形成するといいます。演算子によっては点ス
ペクトルと連続スペクトルの両方をもつことがあります。
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§5.1.3で述べた完全性関係 (5.1.16)は，(5.2.9)と (5.2.11)を用いて以下のように
導ける。完全正規直交系 { |ui〉}に関する完全性関係は

Î =
∑
i

|ui〉〈ui| (5.2.15)

である。(5.2.15)の両辺を 〈x|と |x′〉ではさむことにより，

〈x|x′〉 =
∑
i

〈x|ui〉〈ui|x′〉 つまり δ(x− x′) =
∑
i

ui(x)ui(x
′)∗ (5.2.16)

を得る。
区間 (−∞,∞)における関数 |f〉全体のなす関数空間の演算子 P̂ を

P̂ =

∫ ∞

−∞
dx |−x〉〈x| (5.2.17)

によって定義する。つまり，任意の xに対して

P̂ |x〉 = |−x〉 (5.2.18)

と定める17。P̂ を反転演算子という18。(5.2.17)より，P̂ † = P̂，P̂ † = P̂−1，つま
り，P̂ はエルミート演算子であると同時にユニタリ演算子でもあることがわかる。
また，

P̂ |f〉 =
∫ ∞

−∞
dx f(−x) |x〉 (5.2.19)

と表せるから，

〈x|P̂ |f〉 = f(−x) (5.2.20)

である。(5.2.20)は P̂ が関数 |f〉のグラフを x = 0を対称の中心として反転させる
演算子であることを意味する。P̂ 2 = Îであるから，P̂ の固有値は+1および−1で
ある。固有値+1に対応する固有空間は f(−x) = f(x)，つまり，偶関数全体のな
す部分空間であり，一方，固有値−1に対応する固有空間は f(−x) = −f(x)，つま
り，奇数関数全体のなす部分空間である。なお，PをPf(x) = f(−x)，つまり，

P 〈x| = 〈−x| (5.2.21)

17
∫∞
−∞ dx |x〉〈x| = Î なので，(5.2.17)または (5.2.18)のどちらによって P̂ を定義しても同じで

す。
181変数の関数の場合には鏡映演算子ということもできます。
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によって定義すると，

〈x| P̂ = P 〈x| (5.2.22)

と表せる19。

5.2.2 波数演算子と平面波
区間 [−L/2, L/2 ]において，周期的境界条件 f(−L/2) = f(L/2)を満たす関数
|f〉の全体を V とする。V の演算子 k̂xを

k̂x =

∫ L/2

−L/2
dx |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| (5.2.23)

によって定義する20。k̂xを波数演算子という21。このとき，

k̂xは V のエルミート演算子 (5.2.24)

である22。
[ (5.2.24)の証明 ] k̂xがエルミート演算子の定義 ( |f〉 , k̂x |g〉) = (k̂x |f〉 , |g〉)，つま
り， 〈f |k̂x|g〉 = 〈g|k̂x|f〉∗を満たすことを示す。f(−L/2) = f(L/2)，g(−L/2) =
g(L/2)であるから，

〈f |k̂x|g〉 = −i
∫ L/2

−L/2
dx f(x)∗

dg(x)

dx
= −i[f(x)∗g(x)]L/2−L/2︸ ︷︷ ︸

0

+i

∫ L/2

−L/2
dx

df(x)∗

dx
g(x)

=

(
−i
∫ L/2

−L/2
dx g(x)∗

df(x)

dx

)∗

= 〈g|k̂x|f〉∗

(5.2.25)

19補足・計算例 19の例 3以降，反転演算子をPのように表して使ってきましたが，その P̂ と
の関係は (5.2.22)によって与えられます。

20(5.2.23)の意味は |f〉と k̂x |g〉の内積が
∫ L/2
−L/2 dx f(x)

∗(−i ddx )g(x)で与えられるような演算子
を k̂x とするということです。

21量子力学では波数演算子に ℏを掛けた p̂x = ℏk̂x が運動量演算子として重要な役割を果たしま
す。

22波数演算子 (5.2.23) がエルミート演算子となるような最も一般的な境界条件は f(−L/2) =
f(L/2)eiθ です。これは捻れらた周期的境界条件とよばれます。

169



を得る。したがって，k̂xは V のエルミート演算子である23。 ■

k̂xの基本的な性質として

〈x| k̂x = −i
d

dx
〈x| (5.2.26)

が成り立つ24。kx = −i ddx とおくと，
〈x| k̂x = kx 〈x| (5.2.27)

と書ける。kxを k̂xの座標表示という25。また，位置演算子 x̂との間に交換関係
[ x̂, k̂x ] = iÎ (5.2.28)

が成り立つ26。
[ (5.2.28)の証明 ] まず，x̂k̂xを計算すると，x̂ |x〉 = x |x〉より，

x̂k̂x =

∫ L/2

−L/2
dx x̂ |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| =

∫ L/2

−L/2
dx |x〉

(
−ix d

dx

)
〈x| (5.2.29)

となる。次に，k̂xx̂を計算すると， 〈x| x̂ = x 〈x|より，

k̂xx̂ =

∫ L/2

−L/2
dx |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| x̂ =

∫ L/2

−L/2
dx |x〉

(
−i d
dx

)
x 〈x|

=

∫ L/2

−L/2
dx |x〉

(
−i 〈x| − ix d

dx
〈x|
)

= −iÎ + x̂k̂x

(5.2.30)

となる。したがって，[ x̂, k̂x ] = x̂k̂x − k̂xx̂ = iÎを得る。 ■

k̂xの固有値 kj，固有関数 |φj〉は

kj =
2π

L
j φj(x) =

1√
L
eikjx (5.2.31)

23この証明からわかるように，演算子がエルミートかどうかは考えている関数がどのようなもの
なのかに依存します。k̂x の場合，f(−L/2) = f(L/2)を満たす関数全体のなす内積空間において
エルミートだということです。

24
∫ L/2
−L/2 dx |x〉〈x| = Î なので，(5.2.23)と (5.2.26)は同じです。

25補足・計算例 19の (2.2.66)以降，波数演算子を kx = −iDx のように表して使ってきました
が，その k̂xとの関係は (5.2.27)によって与えられます。厳密にいうと k̂x 6= kxですので注意しま
しょう。なお， 〈x| k̂x = kx 〈x|の (2.3.22)との類似から kx を基底 { |x〉}による k̂x の表現という
こともあります。量子力学では −iℏ d

dx = ℏkx を運動量演算子 p̂x = ℏk̂x の座標表示といいます。
この名称は，基底 { |x〉}が位置演算子 x̂の固有ベクトルからなるため，〈x| x̂ = x 〈x|と表されるこ
とに由来します。

26補足・計算例 31で示した不確定性原理 (3.2.67)を位置演算子 x̂と波数演算子 k̂x の交換関係
(5.2.28)に適用すると，∆x∆kx ≥ 1

2 となります。これに ℏを掛けると，量子力学における粒子の
位置と運動量の不確定性原理∆x∆px ≥ ℏ

2 が得られます。
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によって与えられる。ここで，jは整数であり，また，φj(x) = 〈x|φj〉である。φj(x)
を波数 kjの平面波という。このとき，φ = { |φj〉 | jは整数 }は完全正規直交系で
あり，完全性関係

Î =
∞∑

j=−∞

|φj〉〈φj| (5.2.32)

が成り立つ。また，k̂xのスペクトル分解は

k̂x =
∞∑

j=−∞

kj |φj〉〈φj| (5.2.33)

であり，
k̂x |φj〉 = kj |φj〉 〈φj| k̂x = kj 〈φj| (5.2.34)

が成り立つ。
[ (5.2.31)の証明 ] k̂xの固有値を k，固有ベクトルを |φ〉とすると k̂x |φ〉 = k |φ〉で
ある。この式の両辺に左から 〈x|を掛けると，φ(x) = 〈x|φ〉および (5.2.26)より，

−i d
dx
φ(x) = kφ(x) (5.2.35)

となる。微分方程式 (5.2.35)の解はφ(x) = Ceikxである。周期的境界条件φ(−L/2) =
φ(L/2)より，eikL = 1でなければならない。したがって，jを整数としてkj = 2πj/L

を得る。φj(x)を正規化するには
∫ L/2
−L/2 dx |Ce

ikx|2 = |C|2L = 1より，C = 1/
√
L

と選べばよい。以上より，(5.2.31)を得る。 ■

5.2.3 フーリエ級数とフーリエ変換
前項と同じく区間 [−L/2, L/2 ]において周期的境界条件 f(−L/2) = f(L/2)を

満たす関数 |f〉の全体を V とする。V の関数 |f〉を k̂xの固有関数 |φj〉からなる
完全正規直交系 φ = { |φj〉 | jは整数 }により

|f〉 =
∞∑

j=−∞

cj |φj〉 (5.2.36)

と表すことを |f〉をフーリエ級数に展開するという。(5.2.36)は，両辺に左から 〈x|
を掛けると，

f(x) =
1√
L

∞∑
j=−∞

cje
ikjx (5.2.37)
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と表せる。また， 〈φi|φj〉 = δijより cj = 〈φj|f〉であるから，

cj =
1√
L

∫ L/2

−L/2
dx e−ikjxf(x) (5.2.38)

である。ここで， 〈φj|f〉を内積の定義 (5.1.3)にしたがって表した。
次に，L → ∞の極限を考える27。平面波 |φj〉に関する完全性関係 (5.2.32)は，

∆kx = 2π/Lを用いて Î =
∑∞

j=−∞ ∆kx
L
2π
|φj〉〈φj|と書き換えて L → ∞の極限を

とることにより，

Î =

∫ ∞

−∞
dkx |kx〉〈kx| (5.2.39)

と表せる。ここで，kjを kxと書き換えて

|kx〉 =
√

L

2π
|φj〉 〈x|kx〉 =

1√
2π
eikxx (5.2.40)

とおいた。 |kx〉は |φj〉の定数倍であるから，(5.2.34)と同様に，

k̂x |kx〉 = kx |kx〉 〈kx| k̂x = kx 〈kx| (5.2.41)

を満たす。次に，完全性関係 (5.2.39)を用いると，

〈kx|f〉 =
∫ ∞

−∞
dk′x 〈kx|k′x〉〈k′x|f〉 (5.2.42)

と書けるから，

〈kx|k′x〉 = δ(kx − k′x) (5.2.43)

であることがわかる。また，(5.2.39)および (5.2.41)を用いると，k̂xのスペクトル
分解は

k̂x =

∫ ∞

−∞
dkx kx |kx〉〈kx| (5.2.44)

と書ける。以上より，V の関数 |f〉に対して，f(kx) = 〈kx|f〉，f(x) = 〈x|f〉は

f(kx) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxxf(x) f(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dkx e

ikxxf(kx) (5.2.45)

27L→∞の極限を考えることにより，周期的でない関数も扱えるようになります。
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と表せる。特に，(5.2.45)の第 1式において |f〉 = |k′x〉，また，第 2式において
|f〉 = |x′〉とすると，

δ(kx − k′x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dx e−i(kx−k

′
x)x δ(x− x′) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dkx e

ikx(x−x′)

(5.2.46)

を得る。
[ (5.2.45)の証明 ]第1式については，デルタ関数に関する完全性関係 Î =

∫∞
−∞ dx |x〉〈x|

を用いて，
f(kx) = 〈kx|f〉 = 〈kx|Î|f〉 =

∫ ∞

−∞
dx 〈kx|x〉〈x|f〉 =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxxf(x)

(5.2.47)

である。ここで， 〈kx|x〉 = 〈x|kx〉∗ = 1√
2π
e−ikxxを用いた。第 2式については，平

面波に関する完全性関係 Î =
∫∞
−∞ dkx |kx〉〈kx|を用いて，

f(x) = 〈x|f〉 = 〈x|Î|f〉 =
∫ ∞

−∞
dkx 〈x|kx〉〈kx|f〉 =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dkx e

ikxxf(kx)

(5.2.48)

である。ここで， 〈x|kx〉 = 1√
2π
eikxxを用いた。 ■

x̂について
〈kx| x̂ = i

d

dkx
〈kx| (5.2.49)

が成り立つ28。したがって，平面波に関する完全性関係 (5.2.39)より，

x̂ =

∫ ∞

−∞
dkx |kx〉

(
i
d

dkx

)
〈kx| (5.2.50)

である。
[ (5.2.49)の証明 ] デルタ関数に関する完全性関係および 〈kx|x〉 = 1√

2π
e−ikxxを用

いると，
〈kx| x̂ =

∫ ∞

−∞
dx x 〈kx|x〉〈x| =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx xe−ikxx 〈x| = 1√

2π

∫ ∞

−∞
dx i

d

dkx
e−ikxx 〈x|

=

∫ ∞

−∞
dx i

d

dkx
〈kx|x〉〈x| = i

d

dkx
〈kx|

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x| = i

d

dkx
〈kx|

(5.2.51)

28(5.2.49)の (2.3.22)との類似から i d
dkx
を基底 { |kx〉}による x̂の表現ということもあります。

量子力学では，px = ℏkxとおいて，iℏ d
dpx
を位置演算子 x̂の運動量表示といいます。この名称は，

|px〉 = 1√
ℏ |kx〉とおくと，基底 { |px〉}が運動量演算子 p̂x = ℏk̂x の固有ベクトルからなるため，

〈px| p̂x = px 〈px|と表されることに由来します。
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を得る。 ■

5.2.4 並進演算子
区間 (−∞,∞)において関数 |f〉全体のなす内積空間を V とする。V の波数演算

子 k̂xを用いて並進演算子 T̂cを

T̂c = e−ick̂x (5.2.52)

によって定義する。ここで，cは実数のパラメータである。演算子の指数関数の逆
演算子は (2.2.55)によって与えられるから，T̂−1

c = T̂−cである。また，k̂xはエル
ミート演算子であるから，T̂ †

c = T̂−cである。したがって，T̂ †
c = T̂−1

c ，つまり，T̂c
はユニタリ演算子である。T̂cは k̂xにより (5.2.52)と定義されるから，その固有ベ
クトルは k̂xのものと同じ |kx〉であり，固有値は e−ickxである。つまり，

T̂c |kx〉 = e−ickx |kx〉 (5.2.53)

である。
演算子の指数関数の定義 (2.2.49)より

T̂c =
∞∑
n=0

(−ic)n

n!
k̂nx (5.2.54)

であるから，(5.2.26)を用いると

〈x| T̂c =
∞∑
n=0

(−ic)n

n!

(
−i d
dx

)n
〈x| =

∞∑
n=0

(−c)n

n!

dn

dxn
〈x| = 〈x− c| (5.2.55)

と書ける。(5.2.55)の最後の等号において左辺が右辺のテイラー展開であることを
用いた29。したがって，T̂cに左からデルタ関数 |x〉に関する完全性関係を用いるこ
とにより，

T̂c =

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x− c| =

∫ ∞

−∞
dx |x+ c〉〈x| (5.2.56)

を得る。したがって，

T̂c |x〉 = |x+ c〉 (5.2.57)

29テイラー展開を 〈x− c|f〉 = f(x − c) =
∑∞
n=0

(−c)n
n!

dn

dxn f(x) =
∑∞
n=0

(−c)n
n!

dn

dxn 〈x|f〉と書く
とわかりやすいと思います。
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である。(5.2.56)より，T̂cのエルミート共役は

T̂ †
c =

∫ ∞

−∞
dx |x− c〉〈x| =

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x+ c| (5.2.58)

と書ける。(5.2.58)より，T̂ †
c = T̂−1

c ，つまり，T̂cはユニタリ演算子であることが
再び確認できる。
(5.2.56)より

T̂c |f〉 =
∫ ∞

−∞
dx f(x− c) |x〉 (5.2.59)

と表せるから，

〈x|T̂c|f〉 = f(x− c) (5.2.60)

である。(5.2.60)は T̂cが関数 |f〉のグラフを x軸の正の向きに cだけ平行移動する
演算子であることを意味する。なお，TcをTcf(x) = f(x− c)，つまり，

Tc 〈x| = 〈x− c| (5.2.61)

によって定義すると，

〈x| T̂c = Tc 〈x| (5.2.62)

と表せる30。(5.2.62)を (5.2.55)と比べると，kx = −i ddx より，

Tc = e−ickx (5.2.63)

と書けることがわかる。Tcは T̂cの座標表示である。
==============================================

補足・計算例 36.

1変数関数の関数空間
区間 (−∞,∞)において変数を xとする関数 |f〉全体のなす内積空間 V を考える。

例 1：反転演算子 P̂ を平面波 |kx〉に作用させると，

P̂ |kx〉 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx eikxxP̂ |x〉 = 1√

2π

∫ ∞

−∞
dx eikxx |−x〉 = 1√

2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxx |x〉

= |−kx〉
(5.2.64)

30補足・計算例 19の例 2以降，並進演算子はをTc のように表して使ってきましたが，その T̂c
との関係は (5.2.62)によって与えられます。
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を得る。

例 2：位置演算子 x̂，波数演算子 k̂x，並進演算子 T̂cを反転演算子 P̂ によって P̂ †x̂P̂，P̂ †k̂xP̂，P̂ †T̂cP̂
のように変換すると31，

P̂ †x̂P̂ =

∫ ∞

−∞
dxxP̂ † |x〉〈x| P̂ =

∫ ∞

−∞
dxx |−x〉〈−x| = −

∫ ∞

−∞
dxx |x〉〈x| = −x̂

P̂ †k̂xP̂ =

∫ ∞

−∞
dx P̂ † |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| P̂ =

∫ ∞

−∞
dx |−x〉

(
−i d
dx

)
〈−x|

= −
∫ ∞

−∞
dx |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| = −k̂x

P̂ †T̂cP̂ =

∫ ∞

−∞
dx P̂ † |x〉〈x− c| P̂ =

∫ ∞

−∞
dx |−x〉〈−x+ c| =

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x+ c| = T̂−c

(5.2.65)

を得る。なお，これらの結果より，P̂ は x̂，k̂x，T̂c のいずれとも交換しないことがわかる。

例 3：位置演算子 x̂，波数演算子 k̂x，反転演算子 P̂ を並進演算子 T̂c によって T̂ †
c x̂T̂c，T̂ †

c k̂xT̂c，
T̂ †
c P̂ T̂c のように変換すると，

T̂ †
c x̂T̂c =

∫ ∞

−∞
dxxT̂ †

c |x〉〈x| T̂c =
∫ ∞

−∞
dxx |x− c〉〈x− c| =

∫ ∞

−∞
dx (x+ c) |x〉〈x|

=

∫ ∞

−∞
dxx |x〉〈x|+ c

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x| = x̂+ cÎ

T̂ †
c k̂xT̂c =

∫ ∞

−∞
dx T̂ †

c |x〉
(
−i d
dx

)
〈x| T̂c =

∫ ∞

−∞
dx |x− c〉

(
−i d
dx

)
〈x− c|

= −
∫ ∞

−∞
dx |x〉

(
−i d
dx

)
〈x| = k̂x

T̂ †
c P̂ T̂c =

∫ ∞

−∞
dx T̂ †

c |−x〉〈x| T̂c =
∫ ∞

−∞
dx |−x− c〉〈x− c|

=

∫ ∞

−∞
dx |−(x+ c)− c〉〈x+ c− c| = P̂−c

(5.2.66)

を得る。ここで，P̂−c は x = −c を対称の中心とする反転演算子であり，関数 f(x) に対して
P̂−c : f(x+ c− c) 7→ f(−(x+ c)− c)と作用する。なお，これらの結果より，T̂cは k̂xとは交換す
るが，x̂，P̂ とは交換しないことがわかる。
==============================================

31ユニタリ演算子 Ûによって |f〉，|g〉を |f ′〉 = Û |f〉，|g′〉 = Û |g〉に変換したときに，〈f |X̂ ′|g〉 =
〈f ′|X̂|g′〉となるような演算子 X̂ ′ は X̂ ′ = Û †X̂Û で与えられます。量子力学では， |f〉， |g〉を
|f ′〉 = Û |f〉， |g′〉 = Û |g〉に変換して X̂ はそのまま用いる方式と， |f〉， |g〉はそのままにして X̂
のほうを X̂ ′ = Û†X̂Û に変換して用いる方式の 2通りが主に用いられます。前者をシュレーディン
ガー描像，後者をハイゼンベルク描像とよびます。また，Û = Û1Û2と分けて，X̂ を Û1で Û†

1 X̂Û1

に変換し， |f〉， |g〉を Û2 で Û2 |f〉，Û2 |g〉に変換して用いる方式を相互作用描像とよびます。
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5.2.5 シュツルム‒リウヴィル理論
本項では，第 7章の波動・電磁気学・量子力学への応用の際に必要となるシュ

ツルム‒リウヴィル理論 について述べる。なお，本項の内容が第 1章から第 6章
までの他の箇所で必要となることはない。
区間 [ a, b ]において関数 y = f(x)の満たす 2階同次線形微分方程式

p0(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p2(x)y + λy = 0 (5.2.67)

を考える。ここで，p0(x)，p1(x)，p2(x)は実関数であり，λはスカラーである。た
だし，a ≤ x ≤ bにおいて p0(x) > 0とする。重み関数w(x)を

w(x) =
1

p0(x)
exp

(∫ x

dx′
p1(x

′)

p0(x′)

)
(5.2.68)

によって定義すると，(5.2.67)は
d

dx
p(x)

d

dx
f(x) + q(x)f(x) + λw(x)f(x) = 0 (5.2.69)

と表せる。ここで，p(x) = w(x)p0(x)，q(x) = w(x)p2(x)である。あるいは，演算
子Lを

L =
1

w(x)

(
− d

dx
p(x)

d

dx
− q(x)

)
(5.2.70)

によって定義すると，(5.2.69)は

Lf(x) = λf(x) (5.2.71)

と書ける。(5.2.71)からわかるように，λは演算子Lの固有値であり，f(x)は固
有値 λに属する固有関数である。(5.2.69)，(5.2.71)をシュツルム‒リウヴィル型
の微分方程式という。
シュツルム‒リウヴィル型の微分方程式は適当な境界条件を満たす関数全体の
なす内積空間におけるエルミート演算子の固有値問題として扱えることを示そう。
境界条件は，実数の定数 α1，α2，β1，β2を用いて，{

α1f(a) + α2f
′(a) = 0 (α1 = α2 = 0は除く)

β1f(b) + β2f
′(b) = 0 (β1 = β2 = 0は除く)

(5.2.72)
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であるとする。(5.2.72)を満たす関数の全体 V は線形空間となる32。(5.2.72)をロ
ビン境界条件という。また，(5.2.72)の特別な場合として，f(a) = 0，f(b) = 0を
ディリクレ境界条件 (固定境界条件)，f ′(a) = 0，f ′(b) = 0をノイマン境界条件 (自
然境界条件)，f(a) = 0，f ′(b) = 0または f ′(a) = 0，f(b) = 0を混合境界条件とい
う33。さらに，§5.1.1で扱った関数空間の内積 (5.1.3)を重み関数w(x)により

( |f〉 , |g〉) =
∫ b

a

w(x)dx f(x)∗g(x) (5.2.73)

と一般化する。(5.2.73)を重み付き内積という34。重み付き内積の場合，(5.2.8)，
(5.2.11)，(5.2.12)は

|f〉 =
∫ b

a

w(x)dx f(x) |x〉 〈x|ξ〉 = 1

w(x)
δ(x− ξ) Î =

∫ b

a

w(x)dx |x〉〈x|

(5.2.74)

のように修正される35。V の演算子 L̂を

L̂ =

∫ b

a

w(x)dx |x〉L 〈x| (5.2.75)

によって定義すると，

L̂は V のエルミート演算子 (5.2.76)

である。L̂を用いると (5.2.71)は

L̂ |f〉 = λ |f〉 (5.2.77)

と表せる。つまり，シュツルム‒リウヴィル型の微分方程式は，重み付き内積 (5.2.73)

を導入することにより，エルミート演算子 L̂の固有値問題とみなすことができる。
32(5.2.72)の境界条件は右辺が 0となっています。このような境界条件を同次境界条件といいま
す。そうでないとき，非同次境界条件といいます。同次境界条件を満たす関数の全体は線形空間と
なるのに対し，非同次境界条件を満たす関数の全体は一般には線形空間とはならないことに注意し
ましょう。

33(5.2.72)とは異なる種類の境界条件ですが，周期的境界条件 f(a) = f(b)，p(a)f ′(a) = p(b)f ′(b)
の場合にもシュツルム‒リウヴィル型の微分方程式をエルミート演算子の固有値問題として扱うこ
とができます。

34重み付き内積については補章 C.1を参照してください。
35変数変換 u = u(x) =

∫ x
w(x′)dx′を行うと，w(x)dx = duおよび 1

w(x)δ(x−ξ) = δ(u(x)−u(ξ))
となります。(5.2.74)の第 2式 〈x|ξ〉 = 1

w(x)δ(x− ξ)はこの変数変換に伴う修正だと考えることも
できます。実際， |u〉 = |x〉と選べば，変数を uとする関数全体のなす関数空間では重み関数を 1
とした場合のデルタ関数の公式が成り立ちます。
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[ (5.2.76)の証明 ] L̂がエルミート演算子の定義 ( |f〉 , L̂ |g〉) = (L̂ |f〉 , |g〉)，つま
り， 〈f |L̂|g〉 = 〈g|L̂|f〉∗を満たすことを示す。境界条件 (5.2.72)より，

〈f |L̂|g〉 =
∫ b

a

w(x)dx f(x)∗Lg(x) =

∫ b

a

dx f(x)∗
(
− d

dx
p(x)

d

dx
− q(x)

)
g(x)

= −[f(x)∗p(x)g′(x)]ba +
∫ b

a

dx

(
df(x)∗

dx
p(x)

dg(x)

dx
− f(x)∗q(x)g(x)

)
①
= −[f(x)∗p(x)g′(x)]ba + [p(x)f ′(x)∗g(x)]

b
a︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ b

a

dx

(
−
(
d

dx
p(x)

df(x)∗

dx

)
g(x)− f(x)∗q(x)g(x)

)
=

(∫ b

a

dx g(x)∗
(
− d

dx
p(x)

d

dx
− q(x)

)
f(x)

)∗

=

(∫ b

a

w(x)dx g(x)∗Lf(x)

)∗

= 〈g|L̂|f〉∗

(5.2.78)

を得る。等式①の右辺の境界項が 0となるのは，

− [f(x)∗p(x)g′(x)]
b
a + [p(x)f ′(x)∗g(x)]

b
a

= p(a)(f(a)∗g′(a)− f ′(a)∗g(a))− p(b)(f(b)∗g′(b)− f ′(b)∗g(b))
(5.2.79)

と書くと明らかなように，境界条件 (5.2.72)により f(a)∗ : f ′(a)∗ = g(a) : g′(a)，
f(b)∗ : f ′(b)∗ = g(b) : g′(b)であることによる。以上より，L̂は V のエルミート演
算子であることが示された。 ■

物理への応用においてシュツルム‒リウヴィル型の微分方程式の解として現れる
いくつかの関数は特に重要である36。これらを以下に挙げる。なお，(1)から (5)

における nは零または正の整数 (n = 0, 1, 2, · · · )である。

(1) エルミート多項式
エルミート多項式Hn(x)はエルミートの微分方程式

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 区間：(−∞,∞) (5.2.80)

36物理への応用に際して特に重要となるこれらの関数の詳細については参考文献 [12]を参照して
ください。
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の独立な解の一つである37。このとき，
p0(x) = 1 p1(x) = −2x p2(x) = 0 λ = 2n

w(x) = e−x
2

p(x) = e−x
2

q(x) = 0

L = −ex2 d
dx
e−x

2 d

dx

(5.2.81)

である。Lの固有値 λ = 2nに属する正規化された固有関数を φn(x)とす
ると

φn(x) =
1√√
π2nn!

Hn(x) (5.2.82)

と表せる。
(2) ルジャンドル多項式
ルジャンドル多項式 Pn(x)はルジャンドルの微分方程式

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0 区間：[−1, 1 ] (5.2.83)

の独立な解の一つである38。このとき，
p0(x) = 1− x2 p1(x) = −2x p2(x) = 0 λ = n(n+ 1)

w(x) = 1 p(x) = 1− x2 q(x) = 0

L = − d

dx
(1− x2) d

dx
(5.2.84)

である。Lの固有値 λ = n(n + 1)に属する正規化された固有関数を φn(x)

とすると

φn(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(x) (5.2.85)

と表せる。
(3) ルジャンドル陪関数
ルジャンドル陪関数 Pm

n (x)はルジャンドルの陪微分方程式

(1− x2)y′′ − 2xy′ − m2

1− x2
y + n(n+ 1)y = 0 区間：[−1, 1 ]

(m = −n,−n+ 1, · · · , n− 1, n)

(5.2.86)

37エルミートの微分方程式のもう一つの独立な解として第 2種エルミート関数 hn(x)がありま
す。

38ルジャンドルの微分方程式のもう一つの独立な解として第 2種ルジャンドル関数 Qn(x)があ
ります。
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の独立な解の一つである39。このとき，

p0(x) = 1− x2 p1(x) = −2x p2(x) = −
m2

1− x2
λ = n(n+ 1)

w(x) = 1 p(x) = 1− x2 q(x) = − m2

1− x2

L = − d

dx
(1− x2) d

dx
+

m2

1− x2
(5.2.87)

である。mが与えられたとき，Lの固有値 λ = n(n + 1)に属する正規化さ
れた固有関数を φmn (x)とすると

φmn (x) =

√
2n+ 1

2

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (x) (5.2.88)

と表せる。
(4) ラゲール多項式
ラゲール多項式 Ln(x)はラゲールの微分方程式

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0 区間：[ 0,∞) (5.2.89)

の独立な解の一つである40。このとき，
p0(x) = x p1(x) = 1− x p2(x) = 0 λ = n

w(x) = e−x p(x) = xe−x q(x) = 0

L = −ex d
dx
xe−x

d

dx

(5.2.90)

である。Lの固有値λ = nに属する正規化された固有関数をφn(x)とすると

φn(x) =
1

n!
Ln(x) (5.2.91)

と表せる。
(5) ラゲール陪多項式
ラゲール陪多項式 Lkn(x)はラゲールの陪微分方程式

xy′′ + (k + 1− x)y′ + (n− k)y = 0 区間：[ 0,∞)

(k = 0, 1, 2, · · · , n)
(5.2.92)

39ルジャンドルの陪微分方程式のもう一つの独立な解として第 2種ルジャンドル陪関数 Qmn (x)
があります。

40ラゲールの微分方程式のもう一つの独立な解として第 2種ラゲール関数 ln(x)があります。
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の独立な解の一つである41。このとき，
p0(x) = x p1(x) = k + 1− x p2(x) = 0 λ = n− k
w(x) = xke−x p(x) = xk+1e−x q(x) = 0

L = −x−kex d
dx
xk+1e−x

d

dx

(5.2.93)

である。kが与えられたとき，Lの固有値 λ = n− kに属する正規化された
固有関数を φkn(x)とすると

φkn(x) =

√
(n− k)!
(n!)3

Lkn(x) (5.2.94)

と表せる。

(6) 正弦関数・余弦関数
正弦関数 sin(αx)，余弦関数 cos(αx) は微分方程式

y′′ + α2y = 0 区間：[ a, b ] (5.2.95)

の独立な解である。このとき，
p0(x) = 1 p1(x) = 0 p2(x) = 0 λ = α2

w(x) = 1 p(x) = 1 q(x) = 0

L = − d2

dx2

(5.2.96)

である。ζ = αxとすると，(5.2.95)は

y′′ + y = 0 (5.2.97)

となる。(5.2.97)の一般解 y = f(ζ)は，A，Bを任意定数として，

f(ζ) = A sin ζ +B cos ζ (5.2.98)

によって与えられる。したがって，

f(αx) = A sin(αx) + B cos(αx) (5.2.99)

は (5.2.95)の解であり，(5.2.71)に対応して，

− d2

dx2
f(αx) = α2f(αx) (5.2.100)

41ラゲールの陪微分方程式のもう一つの独立な解として第 2種ラゲール陪関数 lkn(x)があります。
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と書ける。固有値 α2は境界条件 (5.2.72)から決まる。例えば，区間として
[ 0, 1 ]を考えよう。ディリクレ境界条件 f(0) = 0，f(1) = 0を要請すると，
B = 0，αn = nπ (n = 1, 2, · · · )となる。このとき，正規化された固有関数を
φn(x)とすると，

φn(x) =
√
2 sin(αnx) (5.2.101)

と表せる。一方，ノイマン境界条件f ′(0) = 0，f ′(1) = 0を要請すると，A = 0，
αn = nπ (n = 0, 1, 2, · · · )となる。このとき，正規化された固有関数をφn(x)

とすると，

φn(x) =

{
1 (n = 0)
√
2 cos(αnx) (n = 1, 2, · · · )

(5.2.102)

と表せる。

(7) ベッセル関数・ノイマン関数
ベッセル関数 Jm(αx)，ノイマン関数 Ym(αx)はベッセルの微分方程式

y′′ +
1

x
y′ +

(
α2 − m2

x2

)
y = 0 区間：[ a, b ]

(mは任意の整数, a ≥ 0)

(5.2.103)

の独立な解である42。このとき，

p0(x) = 1 p1(x) =
1

x
p2(x) = −

m2

x2
λ = α2

w(x) = x p(x) = x q(x) = −m
2

x

L = −1

x

d

dx
x
d

dx
+
m2

x2

(5.2.104)

である。ζ = αxとすると，(5.2.103)は

y′′ +
1

ζ
y′ +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (5.2.105)

となる。(5.2.105)の一般解 y = f(ζ)は，A，Bを任意定数として，

f(ζ) = AJm(ζ) + BYm(ζ) (5.2.106)

42通常，単にベッセルの微分方程式というときは (5.2.103)の α = 1の場合を指します。そのた
め，(5.2.103)をパラメトリックなベッセルの微分方程式ということがあります。
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によって与えられる。したがって，
f(αx) = AJm(αx) + BYm(αx) (5.2.107)

は (5.2.103)の解であり，(5.2.71)に対応して，(
− d2

dx2
− 1

x

d

dx
+
m2

x2

)
f(αx) = α2f(αx) (5.2.108)

あるいは， (
−1

x

d

dx
x
d

dx
+
m2

x2

)
f(αx) = α2f(αx) (5.2.109)

と書ける。固有値 α2は境界条件 (5.2.72)から決まる。例えば，区間として
[ 0, 1 ]を考えよう。この場合，Ym(αx)はx = 0において発散するため，(5.2.107)
においてB = 0である43。x = 1においてディリクレ境界条件 Jm(jmn) = 0

を要請すると，jmn (n = 1, 2, · · · )は Jm(ζ)の n番目の零点 ζ = jmnとして決
まる。このとき，与えられたmに対して正規化された固有関数を φmn (x)と
すると，

φmn (x) =

√
2

Jm+1(jmn)2
Jm(jmnx) (5.2.110)

と表せる。一方，x = 1においてノイマン境界条件 J ′
m(j

′
mn) = 0を要請する

と，j′mn (n = 1, 2, · · · )は J ′
m(ζ)の n番目の零点 ζ = j′mnとして決まる44。こ

のとき，与えられたmに対して正規化された固有関数を φmn (x)とすると，

φmn (x) =

√
2

(1−m2/j′2mn)Jm(j
′
mn)

2
Jm(j

′
mnx) (5.2.111)

と表せる45。
(8) 球ベッセル関数・球ノイマン関数
球ベッセル関数 jl(αx)，球ノイマン関数 yl(αx)は微分方程式

y′′ +
2

x
y′ +

(
α2 − l(l + 1)

x2

)
y = 0 区間：[ a, b ]

(l = 0, 1, 2, · · · , a ≥ 0)

(5.2.112)

43区間 [ a, b ] の端点 x = a が正の場合 (x = 0 が区間に含まれない場合)，(5.2.107) において
B = 0とは限らず，一般には解を表すのに Ym(αx)も必要となります。

44解として定数関数を含める場合は j′01 = 0とし，含めない場合は j′01 = 3.8317 · · · とします。
前者の場合，φ01(x) =

√
2です。j′01としてどちらの場合が想定されているかは考えている問題に

よりますので注意が必要です。
45(5.2.110)，(5.2.111)の正規化因子の求め方については参考文献 [13]の第 14章を参照してくだ
さい。

184



の独立な解である。このとき，

p0(x) = 1 p1(x) =
2

x
p2(x) = −

l(l + 1)

x2
λ = α2

w(x) = x2 p(x) = x2 q(x) = −l(l + 1)

L = − 1

x2
d

dx
x2

d

dx
+
l(l + 1)

x2

(5.2.113)

である。ζ = αxとすると，(5.2.112)は

y′′ +
2

ζ
y′ +

(
1− l(l + 1)

ζ2

)
y = 0 (5.2.114)

となる。(5.2.114)の一般解 y = f(ζ)は，A，Bを任意定数として，

f(ζ) = Ajl(ζ) + Byl(ζ) (5.2.115)

によって与えられる。したがって，

f(αx) = Ajl(αx) + Byl(αx) (5.2.116)

は (5.2.112)の解であり，(5.2.71)に対応して，(
− d2

dx2
− 2

x

d

dx
+
l(l + 1)

x2

)
f(αx) = α2f(αx) (5.2.117)

あるいは，(
− 1

x2
d

dx
x2

d

dx
+
l(l + 1)

x2

)
f(αx) = α2f(αx) (5.2.118)

と書ける。固有値 α2は境界条件 (5.2.72)から決まる。例えば，区間として
[ 0, 1 ]を考えよう。この場合，yl(αx)はx = 0において発散するため，(5.2.116)
においてB = 0である46。x = 1においてディリクレ境界条件 jl(αln) = 0を
要請すると，αln (n = 1, 2, · · · )は jl(ζ)のn番目の零点 ζ = αlnとして決まる。
このとき，与えられた lに対して正規化された固有関数を φln(x)とすると，

φln(x) =

√
2

jl+1(αln)2
jl(αlnx) (5.2.119)

46区間 [ a, b ] の端点 x = a が正の場合 (x = 0 が区間に含まれない場合)，(5.2.116) において
B = 0とは限らず，一般には解を表すのに yl(αx)も必要となります。
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と表せる。一方，x = 1においてノイマン境界条件 j′l(α
′
ln) = 0を要請する

と，α′
ln (n = 1, 2, · · · )は j′l(ζ)の n番目の零点 ζ = α′

lnとして決まる47。この
とき，与えられた lに対して正規化された固有関数を φln(x)とすると，

φln(x) =

√
2

(1− l(l + 1)/α′2
ln)jl(α

′
ln)

2
jl(α

′
lnx) (5.2.120)

と表せる。

5.3 多変数関数の関数空間
5.3.1 スピン自由度をもつ3変数関数の関数空間
区間 (−∞,∞)において，変数を xとする関数の全体のなす関数空間を Vxとす

る。同様に，変数を y，zとする関数の全体のなす関数空間を Vy，Vzとする。さら
に，ベクトル |↑〉， |↓〉によって張られる内積空間を Vspinとし，{ |↑〉 , |↓〉}は Vspin
の正規直交基底であるとする。これらを用いてテンソル積V = Vx⊗Vy⊗Vz⊗Vspin
を構成する48。3次元空間の位置ベクトルを r = x ex + y ey + z ez，スピン変数を
σ =↑, ↓として，スピン自由度をもつ 3次元デルタ関数 |r σ〉を

|r σ〉 = |x〉 ⊗ |y〉 ⊗ |z〉 ⊗ |σ〉 (5.3.1)

によって定義する。(5.3.1)は |r〉 = |x〉 ⊗ |y〉 ⊗ |z〉とおくと |r σ〉 = |r〉 ⊗ |σ〉と
表すこともできる。 |r σ〉について

〈r σ|r′σ′〉 = δ(r − r′)δσσ′ (5.3.2)

が成り立つ。ここで，

δ(r − r′) = δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′) (5.3.3)

であり，δσσ′はクロネッカーのデルタである。また，波数ベクトルを k = kx ex +

ky ey + kz ezとして，スピン自由度をもつ 3次元平面波 |k σ〉を

|k σ〉 = |kx〉 ⊗ |ky〉 ⊗ |kz〉 ⊗ |σ〉 (5.3.4)

47解として定数関数を含める場合は α′
01 = 0とし，含めない場合は α′

01 = 4.4934 · · · とします。
前者の場合，φ01(x) =

√
3です。α′

01としてどちらの場合が想定されているかは考えている問題に
よりますので注意が必要です。

48ここでの Vx，Vy，Vz は補足・計算例 33の例 2で考えたものの無限次元版です。
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によって定義する。(5.3.4)は |k〉 = |kx〉 ⊗ |ky〉 ⊗ |kz〉とおくと |k σ〉 = |k〉 ⊗ |σ〉
と表すこともできる。 |k σ〉について

〈r|k〉 = 1

(2π)3/2
eik·r 〈k σ|k′σ′〉 = δ(k − k′)δσσ′ (5.3.5)

が成り立つ。ここで，

δ(k − k′) = δ(kx − k′x)δ(ky − k′y)δ(kz − k′z) (5.3.6)

である。 |r σ〉， |k σ〉に関する完全性関係は

Î =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| Î =

∑
σ

∫
d3k |k σ〉〈k σ| (5.3.7)

である。位置演算子 r̂ = x̂ ex+ŷ ey+ẑ ezおよび波数演算子 k̂ = k̂x ex+k̂y ey+k̂z ez
を

r̂ =
∑
σ

∫
d3r r |r σ〉〈r σ|



x̂ =
∑
σ

∫
d3r x |r σ〉〈r σ|

ŷ =
∑
σ

∫
d3r y |r σ〉〈r σ|

ẑ =
∑
σ

∫
d3r z |r σ〉〈r σ|

(5.3.8)

k̂ =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (−i∇) 〈r σ|



k̂x =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (−i∂x) 〈r σ|

k̂y =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (−i∂y) 〈r σ|

k̂z =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (−i∂z) 〈r σ|

(5.3.9)

によって定義する。r̂および k̂はスピン自由度に対して恒等演算子として作用す
るため，混乱の生じない限り，Vspinの恒等演算子

∑
σ |σ〉〈σ|を省略した形

r̂ =

∫
d3r r |r〉〈r| k̂ =

∫
d3r |r〉 (−i∇) 〈r| (5.3.10)

を用いてもよい。r̂，k̂はともにエルミート演算子である。これらの性質として

r̂ |r σ〉 = r |r σ〉 〈r σ| k̂ = −i∇ 〈r σ| k̂ |k σ〉 = k |k σ〉 (5.3.11)
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および

[ x̂, k̂x ] = iÎ [ ŷ, k̂y ] = iÎ [ ẑ, k̂z ] = iÎ (その他は0̂) (5.3.12)

などが重要である49。なお，(5.3.11)の第 2式の右辺における−i∇を必要に応じ
てk = −i∇とおき，

〈r σ| k̂ = k 〈r σ| (5.3.13)

と表すことにする。k = kx ex+ky ey+kz ezとすると，kx = −i∂x，ky = −i∂y，
kz = −i∂zである。kは k̂の座標表示である50。

5.3.2 反転演算子・鏡映演算子・並進演算子
反転演算子 P̂ を

P̂ =
∑
σ

∫
d3r |−r σ〉〈r σ| (5.3.14)

によって定義する51。つまり，

P̂ |r σ〉 = |−r σ〉 (5.3.15)

と定める52。P̂ はスピン自由度に対して恒等演算子として作用する。(5.3.14)より，
P̂ † = P̂，P̂ † = P̂−1，つまり，P̂ はエルミート演算子であると同時にユニタリ演算
子であることがわかる。また，

P̂ |f〉 =
∑
σ

∫
d3r f(−r, σ) |r σ〉 (5.3.16)

49
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.9)と (5.3.11)の第 2式は同じです。

50補足・計算例 19の (2.2.66)以降，波数演算子を kx，ky，kz のように表して使ってきました
が，その k̂との関係は (5.3.13)によって与えられます。厳密にいうと k̂ 6= kですので注意しましょ
う。なお， 〈r σ| k̂ = k 〈r σ|の (2.3.22)との類似から kを基底 { |r σ〉}による k̂の表現というこ
ともあります。

51定義 (5.3.14)からわかるように，P̂ は Vspin の演算子としては恒等演算子
∑
σ |σ〉〈σ|です。ス

ピン角運動量などは反転によって符号が変わらないベクトルだからです。このようなベクトルを軸
性ベクトルといいます。これに対して，位置ベクトルや波数ベクトルは反転によって符号が変わり
ます。このようなベクトルを極性ベクトルといいます。

52
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.14)と (5.3.15)は同じです。
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と表せるから，

〈r σ|P̂ |f〉 = f(−r, σ) (5.3.17)

である。(5.3.17)は P̂ が関数 |f〉を原点 r = 0を対称の中心として反転させる演
算子であることを意味する。P̂ 2 = Îであるから，P̂ の固有値は+1および−1であ
る。固有値+1に対応する固有空間は f(−r, σ) = f(r, σ)，つまり，偶関数全体のな
す部分空間であり，一方，固有値−1に対応する固有空間は f(−r, σ) = −f(r, σ)，
つまり，奇関数全体のなす部分空間である。なお，PをPf(r, σ) = f(−r, σ)，つ
まり，

P 〈r σ| = 〈−r σ| (5.3.18)

によって定義すると，

〈r σ| P̂ = P 〈r σ| (5.3.19)

と表せる。
鏡映演算子 M̂nを

M̂n =
∑
σ

∫
d3r |Mnr σ〉〈r σ| (5.3.20)

によって定義する。つまり，

M̂n |r σ〉 = |Mnr σ〉 (5.3.21)

と定める53。ただし，鏡映面は原点 r = 0を通る平面であるとする。nは鏡映面の
単位法線ベクトル

n = nx ex + ny ey + nz ez (5.3.22)

であり54，(5.3.20)，(5.3.21)の右辺のMnは位置ベクトル rに対する鏡映操作

Mnr = r − 2nn†r (5.3.23)

である55。M̂nはスピン自由度に対して恒等演算子として作用する。M−1
n = Mn

および (5.3.22)より，M̂ †
n = M̂n，M̂ †

n = M̂−1
n ，つまり，M̂nはエルミート演算子

53
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.20)と (5.3.21)は同じです。

54nが天頂角 θ，方位角 ϕの方向を向くならば，n = sin θ cosϕ ex+sin θ sinϕ ey+cos θ ezです。
55nn†は nの方向への正射影です。n†r = n · rなので，nn†rを (n · r)nと書いた方がなじみ
があるかもしれません。なお，nn† = (−n)(−n)† なので，Mn とM−n は同じ鏡映操作を表しま
す。
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であると同時にユニタリ演算子であることがわかる。また，

M̂n |f〉 =
∑
σ

∫
d3r f(M−1

n r, σ) |r σ〉 (5.3.24)

と表せるから，

〈r σ|M̂n|f〉 = f(M−1
n r, σ) (5.3.25)

である。(5.3.25)はM̂nが関数 |f〉をnを単位法線ベクトルとする原点を通る平面に
関して鏡映を行う演算子であることを意味する。M̂2

n = Îであるから，M̂nの固有値
は+1および−1である。固有値+1に対応する固有空間は f(M−1

n r, σ) = f(r, σ)，
つまり，鏡映面に関して対称な関数全体のなす部分空間であり，一方，固有値−1
に対応する固有空間は f(M−1

n r, σ) = −f(r, σ)，つまり，鏡映面に関して反対称な
関数全体のなす部分空間である。なお，MnをMnf(r, σ) = f(M−1

n r, σ)，つまり，

Mn 〈r σ| = 〈M−1
n r σ| (5.3.26)

によって定義すると，

〈r σ| M̂n = Mn 〈r σ| (5.3.27)

と表せる。
並進演算子 T̂cを

T̂c = e−ic·k̂ (5.3.28)

によって定義する。ここで，c = cx ex+ cy ey+ cz ezである。T̂cはスピン自由度に
対して恒等演算子として作用する。k̂はエルミート演算子であるから，T̂cはユニ
タリ演算子である。また，T̂cの固有ベクトルは k̂のものと同じ |k σ〉であり，固
有値は kである。つまり，

T̂c |k σ〉 = e−ic·k |k σ〉 (5.3.29)

である。T̂cは

T̂c =
∑
σ

∫
d3r |r + c σ〉〈r σ| (5.3.30)

と表すこともできる。したがって，

T̂c |r σ〉 = |r + c σ〉 (5.3.31)
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である56。関数 f(r, σ) = 〈r σ|f〉に T̂cを作用させると，

〈r σ|T̂c|f〉 = f(r − c, σ) (5.3.32)

となる。(5.3.32)は T̂cが関数 |f〉を cだけ平行移動する演算子であることを意味
する。なお，TcをTcf(r, σ) = f(r − c, σ)，つまり，

Tc 〈r σ| = 〈r − c σ| (5.3.33)

によって定義すると，

〈r σ| T̂c = Tc 〈r σ| (5.3.34)

と表せる。k = −i∇を用いると

Tc = e−ic·k (5.3.35)

と書ける。Tcは T̂cの座標表示である。

5.3.3 軌道角運動量演算子とスピン角運動量演算子
軌道角運動量演算子 l̂ = l̂x ex + l̂y ey + l̂z ezを

l̂ = r̂ × k̂ l̂x = ŷk̂z − ẑk̂y l̂y = ẑk̂x − x̂k̂z l̂z = x̂k̂y − ŷk̂x (5.3.36)

によって定義する57。これらは

l̂ =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (−ir ×∇) 〈r σ|



l̂x =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 [−i(y∂z − z∂y)] 〈r σ|

l̂y =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 [−i(z∂x − x∂z)] 〈r σ|

l̂z =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 [−i(x∂y − y∂x)] 〈r σ|

(5.3.37)

56
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.30)と (5.3.31)は同じです。

57補足・計算例 18で軌道角運動量演算子やスピン角運動量演算子について述べましたが，軌道
角運動量演算子については天下り的に (2.2.34)を与えました。(2.2.34)が (5.3.36)から導かれるこ
とを補足・計算例 37の例 6で示します。

191



と表せる。l̂はスピン自由度に対して恒等演算子として作用するため，混乱の生じ
ない限り，Vspinの恒等演算子

∑
σ |σ〉〈σ|を省略した形

l̂ =

∫
d3r |r〉 (−ir ×∇) 〈r| (5.3.38)

を用いてもよい。(5.3.36)から明らかなように，̂lはエルミート演算子である。また，

〈r σ| l̂ = l 〈r σ|


〈r σ| l̂x = lx 〈r σ|
〈r σ| l̂y = ly 〈r σ|
〈r σ| l̂z = lz 〈r σ|

(5.3.39)

と書ける。ここで，l = lx ex + ly ey + lz ezとして，

l = −ir ×∇


lx = −i(y∂z − z∂y)
ly = −i(z∂x − x∂z)
lz = −i(x∂y − y∂x)

(5.3.40)

である58。lは l̂の座標表示である59。
スピン角運動量演算子 ŝ = ŝx ex + ŝy ey + ŝz ezを

ŝ =
1

2

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]σ

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]


ŝx =
1

2

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]σx

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]

ŝy =
1

2

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]σy

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]

ŝz =
1

2

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]σz

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
(5.3.41)

によって定義する。ここで，σ = σx ex + σy ey + σz ezはパウリ行列であり，σx，
σy，σzは

σx =

[
0 1

1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0

0 −1

]
(5.3.42)

58
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.37)と (5.3.39)は同じです。

59補足・計算例 19の例 8以降，軌道角運動量演算子を lx，ly，lz のように表して使ってきま
したが，その l̂との関係は (5.3.39)によって与えられます。厳密にいうと l̂ 6= lですので注意しま
しょう。なお， 〈r σ| l̂ = l 〈r σ|の (2.3.22)との類似から lを基底 { |r σ〉}による l̂の表現という
こともあります。波数演算子の場合と同様に，lを l̂の座標表示といいます。
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によって定義される。(5.3.42)の導出は第 6章の §6.3.2で述べる。ŝは位置 rの自
由度に対して恒等演算子として作用するため，混乱の生じない限り，Vx ⊗ Vy ⊗ Vz
の恒等演算子 ∫ d3r |r〉〈r|を省略した形

ŝ =
1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]σ

[
〈↑|
〈↓|

]
(5.3.43)

を用いてもよい。(5.3.41)から明らかなように，ŝはエルミート演算子である。ま
た，s = sx ex + sy ey + sz ezを s = 1

2
σによって定義すると，

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
ŝ = s

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]


[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
ŝx = sx

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
ŝy = sy

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
ŝz = sz

[
〈r ↑|
〈r ↓|

] (5.3.44)

と書ける60。なお，パウリ行列について，

σ2
x = σ2

y = σ2
z = I2 σxσy = −σyσx = iσz σyσz = −σzσy = iσx σzσx = −σxσz = iσy

(5.3.45)

および

(a · σ)(b · σ) = (a · b)I2 + i(a× b) · σ (5.3.46)

が成り立つ。ここで，I2は 2次の単位行列であり，また，a = ax ex+ay ey+az ez，
b = bx ex + by ey + bz ezである。
(5.3.36)で定義した l̂ = l̂x ex + l̂y ey + l̂z ez や (5.3.41)で定義した ŝ = ŝx ex +

ŝy ey+ ŝz ezを Ĵ = Ĵx ex+ Ĵy ey+ Ĵz ezと表すことにすると，Ĵx，Ĵy，Ĵzについて

[ Ĵx, Ĵy ] = iĴz [ Ĵy, Ĵz ] = iĴx [ Ĵz, Ĵx ] = iĴy (5.3.47)

が成り立つ。また，Ĵ の 2乗を

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z (5.3.48)

60補足・計算例 19の例 9以降，スピン角運動量演算子を sx，sy，sz のように表して使ってきま
したが，その ŝとの関係は (5.3.44)によって与えられます。(5.3.44)は，sが基底 { |↑〉 , |↓〉}によ
る ŝの行列表現であることを意味しており，もちろん ŝ 6= sです。
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によって定義すると，

[ Ĵ2, Ĵx ] = 0 [ Ĵ2, Ĵy ] = 0 [ Ĵ2, Ĵz ] = 0 (5.3.49)

が成り立つ。
[ (5.3.47)の証明 ] まず Ĵ = l̂として [ l̂x, l̂y ] = il̂zを示す。(5.3.12)を用いると，

[ l̂x, l̂y ] = [ ŷk̂z − ẑk̂y, ẑk̂x − x̂k̂z ] = [ ŷk̂z, ẑk̂x ]+ [ ẑk̂y, x̂k̂z ]

= [ k̂z, ẑ ]ŷk̂x + [ ẑ, k̂z ]x̂k̂y = i(x̂k̂y − ŷk̂x) = il̂z
(5.3.50)

を得る。[ l̂y, l̂z ] = il̂x，[ l̂z, l̂x ] = il̂yについても同様に示せる。次に Ĵ = ŝとして
[ ŝx, ŝy ] = iŝzを示す。パウリ行列の性質 (5.3.45)より，

[ σx, σy ] = σxσy − σyσx = 2σxσy = 2iσz (5.3.51)

であるから，[ ŝx, ŝy ] = iŝzが成り立つことがわかる。[ ŝy, ŝz ] = iŝx，[ ŝz, ŝx ] = iŝy
についても同様に示せる。 ■
[ (5.3.49)の証明 ] [ Ĵ2, Ĵx ] = 0̂を示す。(5.3.47)を用いて左辺を計算すると，

[ Ĵ2, Ĵx ] = [ Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z , Ĵx ] = [ Ĵ2

x , Ĵx ]+ [ Ĵ2
y , Ĵx ]+ [ Ĵ2

z , Ĵx ]

= Ĵy[ Ĵy, Ĵx ]+ [ Ĵy, Ĵx ]Ĵy + Ĵz[ Ĵz, Ĵx ]+ [ Ĵz, Ĵx ]Ĵz

= Ĵy(−iĴz) + (−iĴz)Ĵy + Ĵz(iĴy) + (iĴy)Ĵz = 0̂

(5.3.52)

を得る。[ Ĵ2, Ĵy ] = 0̂，[ Ĵ2, Ĵz ] = 0̂についても同様に示せる。 ■

5.3.4 回転演算子
3次元空間においてある方向を向く単位ベクトルnを

n = nx ex + ny ey + nz ez (5.3.53)

として61，nで定まる回転軸のまわりに関数 |f〉をψだけ回転する回転演算子を角
運動量演算子 Ĵ = Ĵx ex + Ĵy ey + Ĵz ezを用いて

R̂n(ψ) = e−iψn·Ĵ (5.3.54)

によって定義する。Ĵ はエルミート演算子であるから，R̂n(ψ)はユニタリ演算子
である。§5.3.53ですでに述べたように，Ĵ の代表的な例として軌道角運動量演算

61nが天頂角 θ，方位角 ϕの方向を向くならば，n = sin θ cosϕ ex+sin θ sinϕ ey+cos θ ezです。
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子 l̂やスピン角運動量演算子 ŝがある。特に断らないかぎり，回転演算子を作用さ
せる対象が位置 rの自由度のみに関係している場合は Ĵ = l̂，スピン自由度のみに
関係している場合は Ĵ = ŝ，位置 rの自由度とスピン自由度の両方に関係してい
る場合は Ĵ = l̂ + ŝと考えることにする62。
まず，Ĵ = l̂として 3次元空間における回転演算子 R̂n(ψ) = e−iψn·̂lを考える。

R̂n(ψ)はスピン自由度に対して恒等演算子として作用する。Rn(ψ) = e−iψn·l と
おくと，

〈r σ| R̂n(ψ) = Rn(ψ) 〈r σ| (5.3.55)

である。Rn(ψ)は R̂n(ψ)の座標表示である。位置ベクトルr = x ex+y ey+z ezに
対する回転操作をRn(ψ)，基底 e = {ex, ey, ez}によるRn(ψ)の行列表現をRe

n(ψ)

として，ロドリゲスの回転公式

Rn(ψ)r = r + sinψ (n× r) + (1− cosψ)(nn†r − r)︸ ︷︷ ︸
nn†r+cosψ (r−nn†r)+sinψ (n×r)

= [ ex ey ez ]R
e
n(ψ)

xy
z


Re

n(ψ) = (1− cosψ)n2
x + cosψ (1− cosψ)nxny − sinψ nz (1− cosψ)nxnz + sinψ ny

(1− cosψ)nynx + sinψ nz (1− cosψ)n2
y + cosψ (1− cosψ)nynz − sinψ nx

(1− cosψ)nznx − sinψ ny (1− cosψ)nzny + sinψ nx (1− cosψ)n2
z + cosψ


(5.3.56)

を用いると63，
R̂n(ψ) =

∑
σ

∫
d3r |Rn(ψ)r σ〉〈r σ| (5.3.57)

と表せる。つまり，
R̂n(ψ) |r σ〉 = |Rn(ψ)r σ〉 (5.3.58)

である64。
[ (5.3.57)の証明 ] (5.3.58)あるいはそのエルミート共役

〈r σ| R̂n(ψ)
† = 〈Rn(ψ)r σ| (5.3.59)

62l̂+ ŝは l̂⊗ ÎVspin
+ ÎVx⊗Vy⊗Vz ⊗ ŝのことです。

63ロドリゲスの回転公式はRn(ψ)r = nn†r+ cosψ (r−nn†r) + sinψ (n× r)と書いた方がわ
かりやすいと思います。nn†は nの方向への正射影です。n†r = n · rなので，nn†rを (n · r)n
と書いた方がなじみがあるかもしれません。r − nn†rは rの nに垂直な成分ですので，sinψの
後ろの n× rを n× (r−nn†r)と考えるとロドリゲスの回転公式の幾何学的イメージをつかみや
すいと思います。

64
∑
σ

∫
d3r |r σ〉〈r σ| = Î なので，(5.3.57)と (5.3.58)は同じです。
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を示せばよい。n = ezととると，n · l̂ = l̂zである。補章B.2の (B.2.2)より，

〈r σ| l̂z = lz 〈r σ| = −i∂ϕ 〈r σ| (5.3.60)

であるから，

〈r σ| R̂ez(ψ)
† = 〈r σ| R̂ez(−ψ) = eiψlz 〈r σ| = eψ∂ϕ 〈r σ| (5.3.61)

である。 〈r σ| = 〈r, θ, ϕ, σ|と書くとeψ∂ϕ 〈r, θ, ϕ, σ| = 〈r, θ, ϕ+ ψ, σ| = 〈Rez(ψ)r σ|
であるから65，

〈r σ| R̂ez(ψ)
† = 〈Rez(ψ)r σ| (5.3.62)

つまり，

R̂ez(ψ) |r σ〉 = |Rez(ψ)r σ〉 (5.3.63)

を得る。以上より，(5.3.57)が示された。 ■

(5.3.57)より，

R̂n(ψ) |f〉 =
∑
σ

∫
d3r f(Rn(ψ)

−1r, σ) |r σ〉 (5.3.64)

と書けるから，

〈r σ|R̂n(ψ)|f〉 = f(Rn(ψ)
−1r, σ) (5.3.65)

である。また，(5.3.55)より，(5.3.65)は

Rn(ψ)f(r, σ) = f(Rn(ψ)
−1r, σ) (5.3.66)

と表せる。あるいは，

Rn(ψ) 〈r σ| = 〈Rn(ψ)
−1r σ| (5.3.67)

である。
次に，Ĵ = ŝとしてスピン空間における回転演算子 e−iψn·ŝを考える。e−iψn·ŝは

位置 rの自由度に対して恒等演算子として作用し，[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
e−iψn·ŝ = e−iψn·s

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
(5.3.68)

65eψ∂ϕ 〈r, θ, ϕ, σ| =
∑∞
n=0

ψn

n! ∂
n
ϕ 〈r, θ, ϕ, σ|は 〈r, θ, ϕ+ ψ, σ|のテイラー展開です。
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である。さらに，

e−iψn·ŝ = cos
ψ

2
Î − 2i sin

ψ

2
n · ŝ (5.3.69)

あるいは

e−iψn·s = cos
ψ

2
I2 − 2i sin

ψ

2
n · s (5.3.70)

が成り立つから，(5.3.68)は，[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
e−iψn·ŝ =

(
cos

ψ

2
I2 − 2i sin

ψ

2
n · s

)[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
(5.3.71)

と書ける。
[ (5.3.69)の証明 ] (5.3.69)あるいは (5.3.70)をパウリ行列 (5.3.42)で表した

e−i
ψ
2
n·σ = cos

ψ

2
I2 − i sin

ψ

2
n · σ (5.3.72)

が成り立つことを示せばよい。パウリ行列の性質 (5.3.46)において a = b = nと
おくと，

(n · σ)2 = I2 (5.3.73)

であるから，

(n · σ)k =
{
I2 (k :偶数)

n · σ (k :奇数)
(5.3.74)

となる。したがって，

e−i
ψ
2
n·σ =

∞∑
k=0

(−iψ/2)k

k!
(n · σ)k

=

(
1− (ψ/2)2

2!
+

(ψ/2)4

4!
− · · ·

)
I2 − i

(
ψ/2− (ψ/2)3

3!
+

(ψ/2)5

5!
− · · ·

)
n · σ

= cos
ψ

2
I2 − i sin

ψ

2
n · σ

(5.3.75)

を得る。 ■
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5.3.5 スカラー演算子とベクトル演算子
演算子 Ŝが

Ŝ =
∑
σ

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]S

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
(5.3.76)

と表されるとする。回転演算子 R̂n(ψ) = e−iψn·Ĵ によって Ŝを R̂n(ψ)
†ŜR̂n(ψ)と

変換しても Ŝが不変のとき，つまり，

R̂n(ψ)
†ŜR̂n(ψ) = Ŝ (5.3.77)

が成り立つならば，Ŝはスカラー演算子であるという。例えば，位置演算子 r̂，波
数演算子 k̂，角運動量演算子 Ĵ などについて，その 2乗 r̂2，k̂2，Ĵ2はスカラー演
算子である。r̂2に対して S = r2である。k̂2に対して S = −∇2である。Ĵ = l̂

のとき l̂2に対して S = (−ir × ∇)2であり，Ĵ = ŝのとき ŝ2に対して S = 3
4
I2

である。また，r̂，k̂，Ĵ などの内積によって表される演算子もスカラー演算子で
ある66。例えば，l̂ · ŝはスカラー演算子であり，Ĵ = l̂ + ŝのとき l̂ · ŝに対して
S = 1

2
(−ir ×∇) · σである67。

演算子 V̂ = V̂x ex + V̂y ey + V̂z ezが，V = Vx ex +Vy ey +Vz ezによって，

V̂ =

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]V

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]


V̂x =

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]Vx

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]

V̂y =

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]Vy

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]

V̂z =

∫
d3r [ |r ↑〉 |r ↓〉 ]Vz

[
〈r ↑|
〈r ↓|

]
(5.3.78)

と表されるとする68。回転演算子 R̂n(ψ)によって V̂ を R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ)と変換す

るとき，

R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂ (5.3.79)

66r̂2，k̂2，Ĵ2 なども自分自身との内積を表す演算子とみることができます。
67l̂ · ŝは量子力学でスピン軌道相互作用を扱う際に現れる演算子です。
68V̂ が ŝなどの場合，Vx，Vy，Vz は 2行 2列の行列になります。
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が成り立つならば，V̂ はベクトル演算子であるという。なお，(5.3.79)の右辺にお
いて，Rn(ψ)は V̂ に対して

Rn(ψ)V̂ = Rn(ψ)[ ex ey ez ]

V̂xV̂y
V̂z

 = [ ex ey ez ]R
e
n(ψ)

V̂xV̂y
V̂z

 (5.3.80)

と作用する。ここで，Re
n(ψ) は基底 e = {ex, ey, ez} による Rn(ψ) の行列表現

(5.3.56)である。例えば，位置演算子 r̂，波数演算子 k̂，角運動量演算子 Ĵ など
はベクトル演算子である69。r̂に対してV = rである。k̂に対してV = −i∇で
ある。Ĵ = l̂に対してV = −ir ×∇であり，Ĵ = ŝに対してV = 1

2
σである。

ベクトル演算子 V̂ に対して
R̂n(ψ)

†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂

⇔ i[n · Ĵ , V̂ ] = n× V̂ あるいは [ Ĵa, V̂b ] = i
∑
c

εabcV̂c
(5.3.81)

が成り立つ70。ここで，εabcはレヴィ-チヴィタ記号であり，

εabc =


1 ((a, b, c) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2))

−1 ((a, b, c) = (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1))

0 (上記以外)

(5.3.82)

によって定義される。ただし，a，b，cの値 1，2，3は x，y，zを表すものとする。
[ (5.3.81)の証明 ] まず，R̂n(ψ)

†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂ から i[n · Ĵ , V̂ ] = n× V̂ を
導く。R̂n(ψ) = e−iψn·Ĵ において ψ → 0の極限をとると，

lim
ψ→0

1

ψ

(
R̂n(ψ)

†V̂ R̂n(ψ)− V̂
)
= lim

ψ→0

1

ψ

(
(Î + iψn · Ĵ)V̂ (Î − iψn · Ĵ)− V̂

)
= i[n · Ĵ , V̂ ] = i

∑
ab

[ Ĵa, V̂b ]na eb

(5.3.83)

である。一方，

Rn(ψ)V̂ = nn†V̂ + cosψ (V̂ − nn†V̂ ) + sinψ (n× V̂ ) (5.3.84)

69r̂，k̂，l̂は，スピン自由度に対しては恒等演算子として作用します。一方，ŝは，位置 rの自
由度に対しては恒等演算子として作用します。

70V̂ が Ĵ のとき，(5.3.81)の交換関係は Ĵの交換関係 (5.3.47)そのものです。したがって，(5.3.81)
より，Ĵ はベクトル演算子だということがわかります。
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より，

lim
ψ→0

1

ψ

(
Rn(ψ)V̂ − V̂

)
= lim

ψ→0

1

ψ

(
nn†V̂ + cosψ (V̂ − nn†V̂ ) + sinψ (n× V̂ )− V̂

)
= n× V̂ = −

∑
abc

εabcV̂c na eb

(5.3.85)

である。したがって，
i[n · Ĵ , V̂ ] = n× V̂ あるいは [ Ĵa, V̂b ] = i

∑
c

εabcV̂c (5.3.86)

を得る。次に，i[n · Ĵ , V̂ ] = n× V̂ から R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂ を導く。単

位ベクトルnと任意のベクトルとの外積の性質より71，k = 1, 2, 3, 4, · · · に対して，

n× (n× (· · ·× (n×︸ ︷︷ ︸
k 重

V̂ ) · · · )) =

{
(−1)(k−1)/2n× V̂ (k = 1, 3, · · · )
(−1)(k−2)/2(nn†V̂ − V̂ ) (k = 2, 4, · · · )

(5.3.87)

であるから72，

V̂ +
∞∑
k=1

ψk

k!
n× (n× (· · ·× (n×︸ ︷︷ ︸

k 重

V̂ ) · · · ))

= V̂ + sinψ (n× V̂ ) + (1− cosψ)(nn†V̂ − V̂ ) = Rn(ψ)V̂

(5.3.88)

を得る。一方，i[n · Ĵ , V̂ ] = n× V̂ であるから，(5.3.88)の左辺は
∞∑
k=0

(iψ)k

k!
[n · Ĵ , · · · [n · Ĵ︸ ︷︷ ︸

k 重

, V̂ ] · · · ] ①= eiψn·Ĵ V̂ e−iψn·Ĵ = R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ)

(5.3.89)

となる。等式①においてアダマールの補題 (2.2.58)を用いた。したがって，(5.3.88)
と (5.3.89)より，

R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂ (5.3.90)

71単位ベクトル nと nに垂直なベクトル V⊥ = V − nn†V との外積 n× V⊥ は nの方向を回
転軸として V⊥を反時計回りに π/2回転させたベクトルです。したがって，V⊥に対して nとの外
積を n× (n× (· · ·× (n× V⊥) · · · ))のように繰り返すと反時計回りに次々と π/2の回転を行っ
ていくことになります。あるいは，ラグランジュの公式 a× (b× c) = (a · c)b − (a · b)cにおい
て，a = b = n，c = V として，n× (n× V ) = nn†V − V = −V⊥ を用いて説明することもで
きます。

72(5.3.87)は V̂ を V̂ − nn†V̂ に置き換えれば k = 0の場合も含めることができます。
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を得る。以上より，(5.3.81)が示された。 ■

ベクトル演算子 V̂ と Ŵ の内積 V̂ · Ŵ はスカラー演算子である。つまり，

R̂n(ψ)
†(V̂ · Ŵ )R̂n(ψ) = V̂ · Ŵ (5.3.91)

が成り立つ。
[ (5.3.91)の証明 ] (5.3.91)を示すには，Ĵ と V̂ · Ŵ が可換であることをいえばよ
い。例えば，Ĵxについて，

[ Ĵx, V̂ · Ŵ ] = [ Ĵx, V̂xŴx ]+ [ Ĵx, V̂yŴy ]+ [ Ĵx, V̂zŴz ]

= V̂y[ Ĵx, Ŵy ]+ [ Ĵx, V̂y ]Ŵy + V̂z[ Ĵx, Ŵz ]+ [ Ĵx, V̂z ]Ŵz

①
= V̂y(iŴz) + (iV̂z)Ŵy + V̂z(−iŴy) + (−iV̂y)Ŵz

= 0̂

(5.3.92)

を得る。等式①において (5.3.81)の交換関係を用いた。[ V̂ · Ŵ , Ĵy ] = 0̂，[ V̂ ·
Ŵ , Ĵz ] = 0̂も同様に示せる。 ■
==============================================

補足・計算例 37.

多変数関数の関数空間
例 1：補足・計算例 25で取り上げた可換でない鏡映を関数に対する演算子として考えてみよう。xy
平面上の 2変数関数全体のなす関数空間を V = Vx ⊗ Vy とし，V の鏡映演算子 M̂α，M̂β をデルタ
関数 |r〉 = |x ex + y ey〉に対する作用

M̂α |x ex + y ey〉 = |x ex − y ey〉
M̂β |x ex + y ey〉 = |y ex + x ey〉

(5.3.93)

によって定義する。M̂α は ex の方向の鏡映面 α(単位法線ベクトル n = ey)に関する鏡映演算子
であり，一方，M̂β は exの方向に対して反時計回りに π/4だけ傾いた鏡映面 β(単位法線ベクトル
n = − 1√

2
ex +

1√
2
ey)に関する鏡映演算子である。(5.3.93)より，

M̂αM̂β |x ex + y ey〉 = M̂α |y ex + x ey〉 = |y ex − x ey〉
M̂βM̂α |x ex + y ey〉 = M̂β |x ex − y ey〉 = |−y ex + x ey〉

(5.3.94)

となる。つまり，M̂αM̂βは関数 |f〉を時計回りに π/2だけ回転する回転演算子であり，一方，M̂βM̂α

は関数 |f〉を反時計回りに π/2だけ回転する回転演算子である。したがって，M̂αM̂β 6= M̂βM̂α，
つまり，[ M̂α, M̂β ] 6= 0̂である。

例 2：xy平面上の 2変数関数全体のなす関数空間を V = Vx ⊗ Vy とし，V の並進演算子 T̂ および
回転演算子 R̂をデルタ関数 |r〉 = |x ex + y ey〉に対する作用

T̂ |x ex + y ey〉 = |(x+ c) ex + y ey〉
R̂ |x ex + y ey〉 = |−y ex + x ey〉

(5.3.95)
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によって定義する。T̂ は関数 |f〉を x軸の正の向きに cだけ平行移動する演算子であり，一方，
R̂ は関数 |f〉 を反時計回りに π/2 だけ回転する演算子である。このとき，R̂†T̂ R̂ はデルタ関数
|r〉 = |x ex + y ey〉に対して，

R̂†T̂ R̂ |x ex + y ey〉 = R̂†T̂ |−y ex + x ey〉 = R̂† |(−y + c) ex + x ey〉 = |x ex + (y − c) ey〉
(5.3.96)

と作用する。(5.3.96)より，R̂†T̂ R̂は関数 |f〉を y軸の負の向きに cだけ平行移動する演算子であ
ることがわかる。また，位置演算子 r̂ = x̂ ex + ŷ ey を T̂ により T̂ †r̂T̂ と変換すると，

T̂ †r̂T̂ =

(∫
d2r xT̂ † |x ex + y ey〉〈x ex + y ey| T̂

)
ex

+

(∫
d2r yT̂ † |x ex + y ey〉〈x ex + y ey| T̂

)
ey

=

(∫
d2r x |(x− c) ex + y ey〉〈(x− c) ex + y ey|

)
ex

+

(∫
d2r y |(x− c) ex + y ey〉〈(x− c) ex + y ey|

)
ey

=

(∫
d2r (x+ c) |x ex + y ey〉〈x ex + y ey|

)
ex

+

(∫
d2r y |x ex + y ey〉〈x ex + y ey|

)
ey

= r̂ + c ex Î

(5.3.97)

となる。同様に，r̂ = x̂ ex + ŷ ey を R̂により R̂†r̂R̂と変換すると，

R̂†r̂R̂ =

(∫
d2r xR̂† |x ex + y ey〉〈x ex + y ey| R̂

)
ex

+

(∫
d2r yR̂† |x ex + y ey〉〈x ex + y ey| R̂

)
ey

=

(∫
d2r x |y ex − x ey〉〈y ex − x ey|

)
ex

+

(∫
d2r y |y ex − x ey〉〈y ex − x ey|

)
ey

=

(∫
d2r (−y) |x ex + y ey〉〈x ex + y ey|

)
ex

+

(∫
d2r x |x ex + y ey〉〈x ex + y ey|

)
ey

= −ŷ ex + x̂ ey = Rr̂

(5.3.98)

となる。ここで，Rは Rex = ey，Rey = −ex により定義される位置ベクトル rに対する反時計
回りの π/2の回転操作を表す。 ■

例 3：位置演算子 r̂，波数演算子 k̂，軌道角運動量演算子 l̂を反転演算子 P̂ によって変換すると，
P̂ †r̂P̂ = −r̂ P̂ †k̂P̂ = −k̂ P̂ †l̂P̂ = l̂ (5.3.99)

202



となる。
[ (5.3.99)の証明 ] まず，P̂ †r̂P̂ = −r̂を示す。変数変換 (x, y, x) 7→ (−x,−y,−z)のヤコビアンは
1であるから，

P̂ †r̂P̂ =
∑
σ

∫
d3r rP̂ † |r σ〉〈r σ| P̂ =

∑
σ

∫
d3r r |−r σ〉〈−r σ| =

∑
σ

∫
d3r (−r) |r σ〉〈r σ|

= −r̂
(5.3.100)

を得る。P̂ †k̂P̂ = −k̂についても同様に，

P̂ †k̂P̂ =
∑
σ

∫
d3r P̂ † |r σ〉 (−i∇) 〈r σ| P̂ =

∑
σ

∫
d3r |−r σ〉 (−i∇) 〈−r σ|

=
∑
σ

∫
d3r |r σ〉 (i∇) 〈r σ| = −k̂

(5.3.101)

となる。ここで，変数変換 (x, y, x) 7→ (−x,−y,−z)によって∇ 7→ −∇となることを用いた。l̂は
l̂ = r̂ × k̂によって定義されるから，

P̂ †l̂P̂ = P̂ †(r̂ × k̂)P̂ = P̂ †r̂P̂ × P̂ †k̂P̂ = (−r̂)× (−k̂) = r̂ × k̂ = l̂ (5.3.102)

となる73。 ■

例 4：位置演算子 r̂，波数演算子 k̂，軌道角運動量演算子 l̂を回転演算子 R̂n(ψ)によって変換する
と，r̂，k̂，l̂を V̂ によって表して，

R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ) = Rn(ψ)V̂ (5.3.103)

が成り立つ。したがって，r̂，k̂，l̂はベクトル演算子である。
[ (5.3.103)の証明 ] r̂，k̂，l̂はすべてスピン空間では恒等演算子として作用するから，

V̂ =
∑
σ

∫
d3r |r σ〉V 〈r σ| (5.3.104)

と書ける。ここで，Vは r̂，k̂，̂lに対して r，−i∇，−ir×∇を表す。R̂n(ψ)はユニタリ演算子，
つまり，R̂n(ψ)

† = R̂n(ψ)
−1 であるから，

R̂n(ψ)
†V̂ R̂n(ψ) =

∑
σ

∫
d3r R̂n(ψ)

† |r σ〉V 〈r σ| R̂n(ψ) =
∑
σ

∫
d3r R̂n(ψ)

−1 |r σ〉V 〈r σ| R̂n(ψ)

=
∑
σ

∫
d3r |Rn(ψ)

−1r σ〉V 〈Rn(ψ)
−1r σ| =

∑
σ

∫
d3r |r σ〉Rn(ψ)V 〈r σ|

= Rn(ψ)V̂

(5.3.105)

を得る。ここで，変数変換 r 7→ Rn(ψ)rに伴いVがV 7→ Rn(ψ)Vと変換されること，および，
この変数変換のヤコビアンが 1であることを用いた74。 ■

73l̂については，変数変換 (x, y, x) 7→ (−x,−y,−z)によって−ir×∇は−ir×∇ 7→ −ir×∇
のように不変だからと考えても同じです。

74ここでは極性ベクトルの rと −i∇の外積として定義される軸性ベクトルの −ir ×∇が変数
変換 r 7→ Rn(ψ)rに際して−ir×∇ 7→ Rn(ψ)(−ir×∇)と変換されることを認めて (5.3.103)を
証明しましたが，本当はこれが正しいことをきちんと示す必要があります。
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例 5：位置演算子 r̂，波数演算子 k̂と軌道角運動量演算子 l̂の交換関係は，r̂，k̂を V̂ によって表
して，

[ l̂a, V̂b ] = i
∑
c

εabcV̂c (5.3.106)

である。
[ (5.3.106)の証明 ] まず，V̂ = r̂とする。l̂x = ŷk̂z − ẑk̂y，l̂y = ẑk̂x − x̂k̂z，l̂z = x̂k̂y − ŷk̂xより，
[ l̂x, x̂ ] = [ l̂y, ŷ ] = [ l̂z, ẑ ] = 0̂は明らかである。その他については，例えば [ l̂y, x̂ ]，[ l̂z, x̂ ]を計算
すると，

[ l̂y, x̂ ] = [ ẑk̂x − x̂k̂z, x̂ ] = ẑ[ k̂x, x̂ ] = −iẑ

[ l̂z, x̂ ] = [ x̂k̂y − ŷk̂x, x̂ ] = −ŷ[ k̂x, x̂ ] = iŷ
(5.3.107)

を得る。次に，V̂ = k̂とする。[ l̂x, k̂x ] = [ l̂y, k̂y ] = [ l̂z, k̂z ] = 0̂は明らかである。その他につい
ては，例えば [ l̂y, k̂x ]，[ l̂z, k̂x ]を計算すると，

[ l̂y, k̂x ] = [ ẑk̂x − x̂k̂z, k̂x ] = −[ x̂, k̂x ]k̂z = −ik̂z
[ l̂z, k̂x ] = [ x̂k̂y − ŷk̂x, k̂x ] = [ x̂, k̂x ]k̂y = ik̂y

(5.3.108)

を得る。残りのものについても同様に示せる。 ■
==============================================

5.4 場の演算子
5.4.1 場の演算子
位置ベクトル r = x ex + y ey + z ezの自由度およびスピン σの自由度をもつ関

数全体のなす関数空間を V として，そのN 次の反対称テンソル空間∧N V を構成
する。スピン自由度をもつ 3次元デルタ関数 |r σ〉のラベル r σに関する生成消滅
演算子 ψ̂σ(r)

†，ψ̂σ(r)を場の演算子という。つまり，ψ̂σ(r)†を

ψ̂σ(r)
† |ψ1 · · ·ψN〉 = |rσ ψ1 · · ·ψN〉 (5.4.1)

によって定義する75。(4.2.26)により，ψ̂σ(r)†，ψ̂σ(r)の反交換関係は

{ψ̂σ(r)†, ψ̂σ′(r′)†} = 0 {ψ̂σ(r), ψ̂σ′(r′)} = 0 {ψ̂σ(r), ψ̂σ′(r′)†} = δ(r − r′)δσσ′

(5.4.2)

である。ここで，〈r σ|r′ σ′〉 = δ(r − r′)δσσ′を用いた。

75正確にいうと ψ̂σ(r)
† は∧ V =

⊕∞
N=0

∧N
V の演算子です。
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5.4.2 1体演算子と2体演算子
V の演算子

F̂1 =
∑
αβ

∫∫
d3rd3r′ |r α〉Fαβ(r, r′) 〈r′ β| (5.4.3)

を∧N V の演算子として拡張して得られる 1体演算子 F̂ は

F̂ =
∑
αβ

∫∫
d3rd3r′ ψ̂α(r)

†Fαβ(r, r
′)ψ̂β(r

′) (5.4.4)

によって与えられる。特に，Fαβ(r, r′) = Fαβ(r)δ(r − r′)と書けるとき76，

F̂ =
∑
αβ

∫
d3r ψ̂α(r)

†Fαβ(r)ψ̂β(r) (5.4.5)

と表される。さらに，Fαβ(r) = F (r)δαβと書けるとき77，

F̂ =
∑
α

∫
d3r ψ̂α(r)

†F (r)ψ̂α(r) (5.4.6)

と表される。また，F̂1 = |r σ〉〈r σ|を
∧N V の演算子として拡張して得られる 1体

演算子 ρ̂σ(r)

ρ̂σ(r) = ψ̂σ(r)
†ψ̂σ(r) (5.4.7)

を数密度演算子という78。
V ⊗ V の演算子

Ĝ2 =
∑
αβα′β′

∫∫
d3rd3r′Gαβα′β′(r, r′)( |rα〉1 〈rβ|1 ⊗ |r

′α′〉2 〈r
′β′|2

+ |r′α′〉1 〈r
′β′|1 ⊗ |rα〉2 〈rβ|2)

(5.4.8)

を∧N V の演算子として拡張して得られる 2体演算子 Ĝは

Ĝ =
∑
αβα′β′

∫∫
d3rd3r′Gαβα′β′(r, r′)ψ̂α(r)

†ψ̂α′(r′)†ψ̂β′(r′)ψ̂β(r) (5.4.9)

と表される。
76このような場合，F̂ は局所的演算子であるといいます。位置演算子，波数演算子，軌道角運動
量演算子，スピン角運動量演算子はすべて局所的演算子です。

77位置演算子，波数演算子，軌道角運動量演算子はこの型の演算子です。スピン角運動量演算子
はこの型ではありません。

78ρ̂σ(r)は多電子系の量子力学でスピン σをもつ電子の数密度を表す演算子です。
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第 6章 群の表現

本章では内積空間におけるユニタリ演算子の組がなす群の表現について述べる。通
常，群の表現は準同型として定義されるが，本書では線形代数の視点から群の表現
をユニタリ演算子の組の行列表現として定義することとした。なお，本章では単
位元をEと表す群論での慣習に従い，恒等演算子を Êのように表すこととした。

6.1 群
6.1.1 群の定義
集合G = {G1, · · · , Gg}の任意の 2つの元GiとGjの間に積GiGjが定義されて

おり，
(1) GiGj ∈ G

(2) Gi(GjGk) = (GiGj)Gk

(3) G1Gi = GiG1 = Gi

(4) GiG
−1
i = G−1

i Gi = G1

(6.1.1)

の 4つの性質を満たすとき，Gは群であるという。群Gにおいて，元の個数 gを位
数1，G1を単位元，G−1

i をGiの逆元という。位数が有限の群を有限群といい，そ
うでない群を無限群という。本書では必要に応じて単位元G1をEと表すことにす
る。Gの部分集合HがGの積に関して群となっているとき，HはGの部分群であ
るという。{E}およびG自身は常にGの部分群である。Gの積に関する重要な点
として，積は可換とは限らないこと，つまり，任意のGi，GjについてGiGj = GjGi

とは限らないことに注意されたい。任意のGi，Gj についてGiGj = GjGiである
群を可換群あるいはアーベル群という2。そうでない群を非可換群あるいは非アー

1群Gの位数は |G|と表されることもあります。§6.1では位数が有限の群である有限群につい
て述べます。位数が有限でない群については §6.3で回転群を取り上げます。回転群は連続的なパ
ラメータによって指定される元のなす群です。このような群を連続群といいます。

2補足・計算例 32の (3.3.76)で定義した巡回演算子 Ĉ により生成されるユニタリ演算子の組
Cn = {Ê, Ĉ, Ĉ2, · · · , Ĉn−1}は可換群をなします。Cn を n位の巡回群といいます。
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ベル群という。
SをGの部分集合とするとき，Gの元GiをSのすべての元に左あるいは右か
ら掛けて得られる集合をGiSあるいはSGiと表す。つまり，

GiS = {GiGp |Gp ∈ S}
SGi = {GpGi |Gp ∈ S}

(6.1.2)

と表す。(6.1.2)においてSがG自身であるとき，次の組み換え定理が成り立つ。
任意のGi ∈ Gについて

GiG = G GGi = G (6.1.3)

である。つまり，GiをGのすべての元に左あるいは右から掛けて得られる集合
GiGあるいはGGiの中にはGの元が 1度，そしてただ 1度だけ現れる。
Gの元を表の列見出し行 (第 0行)と行見出し列 (第 0列)に並べ，行見出しがGi

の行 (第 i行)と列見出しがGjの列 (第 j列)の交点にGiGjを配置して得られる表
をGの積表という。例として位数 6の非可換群であるC3v = {E,C3, C

2
3 , σv, σ

′
v, σ

′′
v}

の積表を以下に示す3。

C3v E C3 C2
3 σv σ′

v σ′′
v

E E C3 C2
3 σv σ′

v σ′′
v

C3 C3 C2
3 E σ′′

v σv σ′
v

C2
3 C2

3 E C3 σ′
v σ′′

v σv

σv σv σ′
v σ′′

v E C3 C2
3

σ′
v σ′

v σ′′
v σv C2

3 E C3

σ′′
v σ′′

v σv σ′
v C3 C2

3 E

表 6.1: C3vの積表

6.1.2 共役類
Gの 2つの元GiとGjに対して，

Gj = GpGiG
−1
p (6.1.4)

3C3vはアンモニア分子の対称性を表す群ですが，ここではそのことには立ち入らずに群の積に
関する構造のみに着目しています。
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となるようなGp ∈ Gが存在するとき，GiとGjは互いに共役であるという。さら
に，Gk = GqGjG

−1
q とすると，Gk = GqGpGiG

−1
p G−1

q = (GqGp)Gi(GqGp)
−1とな

るから，GiとGkも互いに共役である。そこで，Giに共役な元すべてを合わせた
Gの部分集合C(Gi)をGiの共役類といい，Giを共役類C(Gi)の代表という。代
表は同じ類に属する元であればどの元であってもよいことに注意せよ4。GiGj と
GjGiは互いに共役であるから，積表から容易に共役類を見い出すことができる。
単位元 Eはそれ自身で共役類 {E}をなす5。また，Gが可換群のとき，その共役
類は各元のみにより構成される {Gi} (i = 1, · · · , g)の g個である。Gの共役類の
個数を ncと表す。群がGであることを明示する場合は nc(G)と表すことにする。
共役類に番号を付す場合はCκ (κ = 1, · · · , nc)のように表し，Cκに属する元の個
数を hκと表すことにする。明らかに nc ≤ g (等号はGが可換群のときに限る)が
成り立つ。共役類の定義より，任意のGp ∈ Gについて

Cκ = GpCκG
−1
p (6.1.5)

が成り立つ。より一般に，aκを零または正の整数としてC =
∑

κ aκCκとおくと，
C = GpCG

−1
p (6.1.6)

が成り立つ。逆に，任意のGp ∈ Gについて (6.1.6)が成り立つならば，Cは共役
類の和としてC =

∑
κ aκCκと表される。2つの共役類CµとCνの積CµCνをそれ

ぞれの共役類に属する元の積がつくる集合と定義する。このとき，任意のGp ∈ G

についてGpCµCνG
−1
p = GpCµG

−1
p GpCνG

−1
p = CµCνであるから，

CµCν =
∑
κ

cκµνCκ (6.1.7)

と表せる。ここで，cκµνは零または正の整数である。

6.1.3 剰余類・正規部分群・商群
位数 hの部分群H ⊊ Gに対して，GpとGq をHに属さない 2つの元とする。

Gp 6= Gqのとき，HGp = HGqであるか，または，HGp ∩HGq = ∅であるかの
いずれかである。また，任意のHGpに属する元の個数は hである。したがって，

G = HG1 + · · ·+HGk (k = g/h) (6.1.8)

4GiとGj が互いに共役であれば，これらのうちどちらを代表としても構いません。また，この
類を表す記号いついても C(Gi) = C(Gj)であるということになります。

5{E}はGの部分群ですが (これを自明な部分群といいます)，それ以外の共役類は E を元とし
てもたないことからもわかるようにGの部分群とはなり得ません。
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と表せる。HGp (p = 1, · · · , g/h)をGにおけるHの右剰余類といい，(6.1.8)をG

のHによる右剰余類分解という。(6.1.8)より，hは gの約数でなければならない。
これをラグランジュの定理という。また，g/hをGにおけるHの指数という。左
剰余類，左剰余類分解についても同様に定義する。
部分群H ⊆ Gが任意のGp ∈ Gについて

H = GpHG−1
p あるいは HGp = GpH (6.1.9)

を満たすとき，HはGの正規部分群であるという。{E}およびG自身は常に正規
部分群である。{E}およびG以外の正規部分群をもたない群を単純群といい，そ
うでない群を非単純群という。可換群は単純群である。(6.1.6)より，正規部分群
は共役類の和として表される。つまり，正規部分群とは共役類の和として表され
る部分群のことである。定義 (6.1.9)より正規部分群Hに関する右剰余類と左剰
余類は一致するから，これらをHに関する剰余類とよぶことにする。2つの剰余
類HGpとHGqの積 (HGp)(HGq)をそれぞれの剰余類に属する元の積がなす集
合と定義すると，

(HGp)(HGq) = HGpGq (6.1.10)

が成り立つ。そこで，
G/H = {HG1, · · · ,HGk} (k = g/h) (6.1.11)

とおくと，G/Hは剰余類の積に関して位数 g/hの群をなす。G/HをGのHに
よる商群という。
==============================================

補足・計算例 38.

群・共役類・正規部分群・商群
例 1：C3v = {E,C3, C

2
3 , σv, σ

′
v, σ

′′
v}は正三角形の対称性を表す群 (鏡映操作を許す場合)とみなす

ことができる。このときの対称操作
E：恒等操作
C3：反時計回りの 2π/3の回転操作
C2

3：反時計回りの 4π/3の回転操作 (=時計回りの 2π/3の回転操作)

σv：直線 OAに関する鏡映操作
σ′
v：直線 OBに関する鏡映操作
σ′′
v：直線 OCに関する鏡映操作

(6.1.12)

を図 6.1に示す6。対称操作の積 GiGj は，まず Gj を行ったあとで Gi を行うものと約束すると，
表 6.1に示した関係が成り立つことがわかる。また，表 6.1より C3v の共役類は {E}，{C3, C

2
3}，

6C3v はアンモニア分子 NH3 の対称性を表す群とみなすこともできます。3個の H原子は正三
角形の頂点A，B，Cに，また，N原子はOを通る紙面に垂直な直線上の適当な位置にあると考え
ます。
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{σv, σ′
v, σ

′′
v} の 3 個である。したがって，C3v は {E} および C3v 自身以外の唯一の正規部分群

C3 = {E,C3, C
2
3}をもつ非単純群である7。C3vのC3による商群はC3v/C3 = {C3,C3σv}となる。

例 2：C3v の部分群 C3 = {E,C3, C
2
3}は正三角形の対称性を表す群 (鏡映操作を許さない場合)と

みなすことができる。C3の対称操作は図 6.1に示してある上の 3つである。C3の積表は表 6.1に
おいて見出し E,C3, C

2
3 による部分で与えられる。対称操作の積について GiGj = GjGi が成り立

つことがわかる。つまり，C3は可換群であり，その共役類は {E}，{C3}，{C2
3}の 3個である。し

たがって，C3 は {E}および C3 自身以外の正規部分群をもたない単純群である。

図 6.1: C3vの対称操作

==============================================

7C3 は 3位の巡回群です。

211



6.2 群の表現
6.2.1 ユニタリ演算子のなす群の表現
内積空間 V においてユニタリ演算子のなす群 G = {Ĝ1, · · · , Ĝg}を考える8。

V の正規直交基底 e = { |e1〉 , · · · , |en〉}による Ĝ1, · · · , Ĝg の行列表現の組 D =

{D(Ĝ1), · · · , D(Ĝg)}を基底 eによる群Gのユニタリ表現あるいは単に表現とい
う9。また，V をGの表現空間，n = dimV を表現の次元，基底 eを表現の基底と
いう。Ĝp 6= ĜqのときD(Ĝp) 6= D(Ĝq)であるような表現は忠実あるいは忠実な表
現であるという。表現には正規直交基底の選び方による任意性があるが，異なる
正規直交基底による行列表現は互いに相似であるから，これらはすべて本質的に
同じである。2つの表現が互いに相似なときこれらは同値な表現であるといい，そ
うでないとき異値な表現であるという。以下では，V の部分空間W が Ĝ1, · · · , Ĝg

のすべてに関する共通の不変部分空間である場合，つまり，W がGに関する不変
部分空間である場合には，V に対して与えた上述の定義をW に対しても用いるこ
とにする。
ユニタリ演算子は正規演算子であるから，それぞれの Ĝpは対角化可能である10。

特にGが可換群の場合，Ĝ1, · · · , Ĝgは同時対角化可能である。しかし，Gが非可
換群の場合，Ĝ1, · · · , Ĝg は同時対角化可能であるとは限らない11。そこで非可換
群の場合は可能な限り次数の小さなブロックからなる同時ブロック対角化を目標
とすることになる。つまり，Ĝ1, · · · , Ĝgのすべてに関する既約不変部分空間W (α)

を決定し，W (α)の正規直交基底 e(α) = { |e(α)1 〉 , · · · , |e
(α)
dα
〉}による既約な行列表現

D(α) = {D(α)(Ĝ1), · · · , D(α)(Ĝg)}を求めるのである。W (α)をGに関する既約不変
部分空間という。W (α)における群Gの表現を既約表現といい，D(α)あるいは単に
αと表す。また，dα = dimW (α)を既約表現の次元，基底 e(α)を既約表現の基底と
いう。既約表現についても，互いに相似なものを同値な既約表現，そうでないも
のを異値な既約表現という。既約表現でない表現を可約表現という。V がGに関
する既約不変部分空間の組W (1), · · · ,W (ρ)の直交直和

V = W (1) ⊕ · · · ⊕W (ρ) (6.2.1)

8内積空間として 3変数関数の関数空間 Vx ⊗ Vy ⊗ Vz を，また，ユニタリ演算子として回転演
算子，鏡映演算子，反転演算子を考えるとイメージをつかみやすいと思います。

9群の表現を一般的に定義するには準同型という考え方を使うのですが，本書では群として主に
ユニタリ演算子のなす群を考え，それらの正規直交基底による行列表現，つまり，ユニタリ表現を
群の表現と定義することにします。正規直交基底によるユニタリ演算子の行列表現はユニタリ行列
ですので，ユニタリ表現はユニタリ行列の組だということになります。

10Ĝp ごとに異なる正規直交基底を選んでもよいとすればです。正規演算子がその固有ベクトル
からなる正規直交基底により必ず対角化できることについては §3.3.2を参照してください。

11複数の演算子の同時対角化については §2.4.3を参照してください。
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であるとき，

D = D(1) ⊕ · · · ⊕D(ρ) (6.2.2)

と表し，可約表現Dは既約表現D(1), · · · , D(ρ)の直和である，あるいは，既約表
現D(1), · · · , D(ρ)の直和に既約分解されるという。可約表現を既約分解する手続き
を簡約という。直交直和分解 (6.2.1)に対応して，W (1), · · · ,W (ρ)への正射影の組
P̂ (1), · · · , P̂ (ρ)は

Ê = P̂ (1) + · · ·+ P̂ (ρ) (6.2.3)

を満たす。W (α)はGに関する不変部分空間であるから，P̂ (α)は Ĝ1, · · · , Ĝgのす
べてと可換である。Ĝ(α)

1 = P̂ (α)Ĝ1, · · · , Ĝ(α)
g = P̂ (α)Ĝg とおくと，Ĝ(α)

1 , · · · , Ĝ(α)
g

はW (α)を全空間とみなしての Ĝ1, · · · , Ĝgに対応するユニタリ演算子である12。
HをGの部分群とするとき，Gに関する既約不変部分空間はHに関する既約
不変部分空間であるとは限らないことに注意せよ。Gに関する既約不変部分空間
がHに関する既約不変部分空間でないとき，この部分空間におけるGの既約表現
はHの可約表現となる。

6.2.2 シューアの補題と大直交性定理
§2.6では演算子の組を考え，それらの行列表現の同時ブロック対角化について

述べた。特に，§2.6.2では同時ブロック対角化に関連して基本的な役割を果たす
シューアの補題 (2.6.7)，(2.6.8)について述べた。ここでは対象とする演算子の組
としてユニタリ演算子のなす群G = {Ĝ1, · · · , Ĝg}を考える。(2.6.7)より，λを複
素数として，

W (α)はGに関する既約不変部分空間である
⇒ W (α)においてĜ(α)

1 , · · · , Ĝ(α)
g すべてと可換な線形変換はλP̂ (α)に限る

(6.2.4)

が成り立つ。また，W (α)，W (β)をGに関する 2つの既約不変部分空間，M̂をW (α)

からW (β)への線形写像とするとき，(2.6.8)より，

M̂Ĝ(α)
p = Ĝ(β)

p M̂ (p = 1, · · · , g)⇒ M̂ = 0̂またはM̂ は可逆 (6.2.5)

12Ĝ
(α)
1 , · · · , Ĝ(α)

g は Ĝ1, · · · , Ĝg のW (α) への制限です。
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が成り立つ13。シューアの補題 (6.2.4)および (6.2.5)より，既約表現α，βについて，
g∑
p=1

D
(α)
ij (Ĝp)

∗D
(β)
kl (Ĝp) =


g

dα
δikδjl (αとβは同値)

0 (αとβは異値)
(6.2.6)

が成り立つ。ここで，D(γ)
ij (Ĝp) = 〈e(γ)i |Ĝ

(γ)
p |e(γ)j 〉 = 〈e

(γ)
i |Ĝp|e(γ)j 〉 (γ = α, β)であ

る。(6.2.6)を大直交性定理という。
[ (6.2.6)の証明 ] W (α)からW (β)への線形写像 Âを

Â =

g∑
p=1

Ĝ(β)†
p |e(β)i 〉〈e

(α)
k | Ĝ

(α)
p (6.2.7)

とおくと，組み換え定理により，

Ĝ(β)†
p ÂĜ(α)

p =

g∑
p′=1

Ĝ(β)†
p Ĝ

(α)†
p′ |e

(β)
i 〉〈e

(α)
k | Ĝ

(α)
p′ Ĝ

(α)
p = Â (6.2.8)

つまり，ÂĜ(α)
p = Ĝ

(β)
p Âが成り立つ。まず，W (α) = W (β)とすると，(6.2.4)より

Â = λP̂ (α)でなければならない。したがって， 〈e(α)j |Â|e
(α)
l 〉 = λ 〈e(α)j |P̂ (α)|e(α)l 〉 =

λδjlであるから，
g∑
p=1

〈e(α)j |Ĝ(α)†
p |e

(α)
i 〉 〈e

(α)
k |Ĝ

(α)
p |e

(α)
l 〉 =

g∑
p=1

D
(α)
ij (Ĝp)

∗D
(α)
kl (Ĝp) = λδjl (6.2.9)

である。(6.2.9)において j = lとして，jについて和をとると，

dαλ =
dα∑
j=1

g∑
p=1

〈e(α)j |Ĝ(α)†
p |e

(α)
i 〉 〈e

(α)
k |Ĝ

(α)
p |e

(α)
j 〉

=

g∑
p=1

dα∑
j=1

〈e(α)k |Ĝ
(α)
p |e

(α)
j 〉 〈e

(α)
j |Ĝ(α)†

p |e
(α)
i 〉

=

g∑
p=1

〈e(α)k |Ĝ
(α)
p Ĝ(α)†

p |e
(α)
i 〉 =

g∑
p=1

〈e(α)k |e
(α)
i 〉 =

g∑
p=1

δki = gδik

(6.2.10)

となる。したがって，
g∑
p=1

D
(α)
ij (Ĝp)

∗D
(α)
kl (Ĝp) =

g

dα
δikδjl (6.2.11)

13本書ではW (α) とW (β) はともに同一の線形空間 V の部分空間であるとして説明しています
が，W (α) とW (β) のそれぞれが独立した線形空間であるとしても (6.2.5)は成り立ちます。
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を得る。次にW (α) 6= W (β)とする。αと βが同値であれば，例えばW (β)の基底を
適当に変換することによりD(α)(Ĝp) = D(β)(Ĝp)とすることができるから，(6.2.11)
はそのままの形で成り立つ。一方，αと βが異値のときは (6.2.5)より Â = 0̂でな
ければならないから，(6.2.7)より，

g∑
p=1

〈e(β)j |Ĝ(β)†
p |e

(β)
i 〉 〈e

(α)
k |Ĝ

(α)
p |e

(α)
l 〉 = 0 (6.2.12)

つまり，
g∑
p=1

D
(β)
ij (Ĝp)

∗D
(α)
kl (Ĝp) = 0 (6.2.13)

を得る。以上より，(6.2.6)が示された。 ■

6.2.3 指標の第1種および第2種直交性
Ĝ

(α)
p のトレース tr Ĝ

(α)
p を χ(α)(Ĝp)と表す。つまり，

χ(α)(Ĝp) =
dα∑
i=1

D
(α)
ii (Ĝp) (6.2.14)

とおく。Ĝp に複素数 χ(α)(Ĝp)を対応させる写像 χ(α) : Ĝp 7→ χ(α)(Ĝp)を表現
αの指標という。特に，単位元 Ĝ1 = Ê の指標の値は χ(α)(Ê) = dα である。ト
レースの性質 (1.1.29)より，同じ共役類に属する元の指標の値は同じである。そこ
で，共役類Cκ (κ = 1, · · · , nc)に属する元の指標の値を χ(α)(Cκ)と書くことにし
て，χ(α) = {χ(α)(C1), · · · , χ(α)(Cnc)}と表す。既約表現の指標を既約指標といい，
(6.2.6)より，

1

g

g∑
p=1

χ(α)(Ĝp)
∗χ(β)(Ĝp) =

{
1 (αとβは同値)

0 (αとβは異値)
(6.2.15)

あるいは

1

g

nc∑
κ=1

hκχ
(α)(Cκ)

∗χ(β)(Cκ) =

{
1 (αとβは同値)

0 (αとβは異値)
(6.2.16)
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が成り立つ。ここで，hκはCκに属する元の個数である。(6.2.16)を指標の第 1種
直交性という。
nc次元の列ベクトル空間 Cnc において，nc個の複素数 f(C1), · · · , f(Cnc)を成

分とする列ベクトルを f とする14。つまり，f は共役類を変数とする複素数値関数
である。このような関数を類関数という15。群の表現論において指標は最も重要
な類関数である。類関数 f，gの内積を

(f, g) =
1

g

nc∑
κ=1

hκf(Cκ)
∗g(Cκ) (6.2.17)

によって定義すると，指標の第 1種直交性 (6.2.16)は

(χ(α), χ(β)) = δαβ (6.2.18)

と書ける。つまり，{χ(1), · · · , χ(nr)}は内積 (6.2.17)の下でCncの nr次元部分空間
span(χ(1), · · · , χ(nr))の正規直交基底をなす。ここで，nrはGの同値でない既約表
現の個数である。nrはCncの次元ncを超えることはできないからnr ≤ ncである。
実は，nc = nr，つまり，

共役類の個数 =既約表現の個数 (6.2.19)

が成り立つ。(6.2.19)の証明は §6.2.5の最後で行う。(6.2.18)および (6.2.19)より，
既約指標の組 {χ(1), · · · , χ(nr)}は類関数のなす列ベクトル空間Cncの正規直交基底
であるから，任意の類関数 f は

f =
nr∑
α=1

χ(α)(χ(α), f) (6.2.20)

と表せる16。(6.2.20)を第 µ成分について書くと

f(Cµ) =
nr∑
α=1

χ(α)(Cµ)
1

g

nc∑
ν=1

hνχ
(α)(Cν)

∗f(Cν)

=
nc∑
ν=1

(
hν
g

nr∑
α=1

χ(α)(Cµ)χ
(α)(Cν)

∗

)
f(Cν)

(6.2.21)

14f は列ベクトルですので本書の書き方に合わせるなら太字で f と記すべきかもしれませんが，
群の表現論での慣習にしたがって細字で表すことにします。また，f の成分も f1, · · · , fnc と書く
方がわかりやすいかもしれませんが，これについても慣習にしたがって f(C1), · · · , f(Cnc)と表す
ことにします。

15「関数」というとその変数は連続な値をとるのがふつうですが，類関数は変数がとびとびなの
で「関数」という表現は少し違和感があるかもしれません。

16スカラーはベクトルの前に書くという流儀にしたがうならば，(6.2.20)は f =
∑nr
α=1(χ

(α), f)χ(α)

と表すことになります。
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である。f は任意であるから，

hν
g

nr∑
α=1

χ(α)(Cµ)χ
(α)(Cν)

∗ = δµν (6.2.22)

を得る。(6.2.22)を指標の第 2種直交性という17。(6.2.22)において µ = ν = 1と
すると，C1 = {Ê}に対して h1 = 1，χ(α)(C1) = χ(α)(Ê) = dαより，

nr∑
α=1

d2α = g (6.2.23)

を得る。Gの既約指標を表としてまとめたものをGの指標表という。指標表の列見
出し行 (第0行)は共役類 (代表の左に共役類に属する元の個数を記したもの)であり，
行見出し列 (第 0列)は既約表現である。例として群 C3v = {E,C3, C

2
3 , σv, σ

′
v, σ

′′
v}

の指標表を以下に示す18。

C3v E 2C3 3σv

A1 1 1 1

A2 1 1 −1
E 2 −1 0

表 6.2: C3vの指標表

なお，本書では上の表のように既約表現をマリケン記号を用いて表すことにする。
マリケン記号では，1次元の既約表現をAまたはBによって表し，2次元の既約表
現を E，3次元の既約表現をTによって表す19。
V をGに関する既約不変部分空間W (1), · · · ,W (ρ)の直交直和として表す。V にお
けるGの表現をD = {D(Ĝ1), · · · , D(Ĝg)}とし，Dの指標をχ = {χ(C1), · · · , χ(Cnc)}
とする。このとき，W (1), · · · ,W (ρ)において既約表現 αに属する既約不変部分空
間が現れる回数を qαとすると，

χ(Cκ) =
nr∑
α=1

qαχ
(α)(Cκ) (6.2.24)

17指標の第 2種直交性 (6.2.22)は Cnc における正規直交基底 χに関する完全性関係です。
18表 6.2の求め方は補足・計算例 39で説明します。
19既約表現を表す記号としてはマリケン記号とともによく使われるものにベーテ記号がありま
す。
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あるいは

χ =
nr∑
α=1

qαχ
(α) (6.2.25)

が成り立つ。指標の第 1種直交性 (6.2.15)より qα = (χ(α), χ)であるから，

qα =
1

g

nc∑
κ=1

hκχ
(α)(Cκ)

∗χ(Cκ) (6.2.26)

である。また，(χ, χ) =
∑nr

α=1

∑nr
β=1 qαqβ(χ

(α), χ(β)) =
∑nr

α=1 q
2
αより，

(χ, χ) =

{
1 (Dは既約)

2以上の整数 (Dは可約)
(6.2.27)

である。つまり，

Dは既約 ⇔ (χ, χ) = 1 (6.2.28)

が成り立つ。

6.2.4 射影演算子
内積空間 V においてユニタリ演算子のなす群G = {Ĝ1, · · · , Ĝg}およびその既

約表現D(α) = {D(α)(Ĝ1), · · · , D(α)(Ĝg)} (α = 1, · · · , nr)を考える。D(α)の次元を
dαとして，演算子 P̂

[α]
i (i = 1, · · · , dα)を

P̂
[α]
i =

dα
g

g∑
p=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗Ĝp (6.2.29)

によって定義する。また，演算子 P̂ [α]を

P̂ [α] =
dα∑
i=1

P̂
[α]
i =

dα
g

g∑
p=1

χ(α)(Ĝp)
∗Ĝp (6.2.30)

によって定義する。ここで，χ(α)は既約表現 αの指標である。P̂ [α]
i (i = 1, · · · , dα)

および P̂ [α]を既約表現αの射影演算子という。D(α)
ii (Ĝ†

p) = D
(α)
ii (Ĝp)

∗より，P̂ [α]†
i =
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P̂
[α]
i ，つまり，P̂ [α]

i はエルミート演算子である。したがって，P̂ [α]もエルミート演
算子である。また，

P̂
[α]
i P̂

[β]
j =

{
P̂

[α]
i (α = β, i = j)

0̂ (上記以外)
(6.2.31)

および

P̂ [α]P̂ [β] =

{
P̂ [α] (α = β)

0̂ (α 6= β)
(6.2.32)

が成り立つ。したがって，P̂ [α]
i (i = 1, · · · , dα)および P̂ [α]は正射影である20。

[ (6.2.32)の証明 ] (6.2.31)を示せばよい。

P̂
[α]
i P̂

[β]
j

①
= P̂

[α]
i P̂

[β]†
j =

dαdβ
g2

g∑
p=1

g∑
q=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗D
(β)
jj (Ĝq)ĜpĜ

†
q

=
dαdβ
g2

g∑
p=1

g∑
q=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗D
(β)
jj (ĜpĜ

†
q)Ĝq

=
dαdβ
g2

g∑
p=1

g∑
q=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗

(
dα∑
k=1

D
(β)
jk (Ĝp)D

(β)
kj (Ĝ

†
q)

)
Ĝq

=
dαdβ
g2

dα∑
k=1

(
g∑
p=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗D
(β)
jk (Ĝp)

)
g∑
q=1

D
(β)
kj (Ĝq)

∗Ĝq

②
=
dαdβ
g2

dα∑
k=1

g

dα
δαβδijδik

g∑
q=1

D
(β)
kj (Ĝq)

∗Ĝq

= δαβδij
dα
g

g∑
p=1

D
(α)
ii (Ĝp)

∗Ĝp

= δαβδijP̂
[α]
i =

{
P̂

[α]
i (α = β, i = j)

0̂ (上記以外)

(6.2.33)

である。等式①において射影演算子がエルミート演算子であることを用いた。ま
た，等式②において大直交性定理 (6.2.6)を用いた。以上より，(6.2.31)，したがっ

20V の既約不変部分空間による直交直和分解に既約不変部分空間W (α)が qα回現れるとすると，
P̂ [α] はこれら qα 個のW (α) の直交直和 (qα が 2以上のときは既約ではありません)への正射影で
す。
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て，(6.2.32)が示された。 ■

V のGに関する既約不変部分空間による直交直和分解において既約表現 αに属す
る既約不変部分空間が複数現れる場合，P̂ [α]はこれら既約表現 αに属する複数の
既約不変部分空間の和空間への正射影であることに注意されたい。例えば，既約
表現αに属する 2つの既約不変部分空間W (α)とW ′(α)が V の直交直和分解に現れ
るとすると，P̂ [α]は和空間W (α)+W ′(α)への正射影である。つまり，P̂ [α]はW (α)，
W ′(α)への正射影 P̂

(α)
W ，P̂ (α)

W ′ の和として P̂ [α] = P̂
(α)
W + P̂

(α)
W ′ と書ける。

6.2.5 正則表現
群G = {Ĝ1, · · · , Ĝg}によりラベルされた正規直交基底 { |Ĝ1〉 , · · · , |Ĝg〉}によっ

て張られる g次元の内積空間を V (reg)とする21。Ĝp |Ĝj〉 = |ĜpĜj〉と定義すると，
Ĝ1, · · · , ĜgはV (reg)の線形変換となる。正規直交基底 { |Ĝ1〉 , · · · , |Ĝg〉}による Ĝp

の行列表現D(reg)(Ĝp)を

Ĝp[ |Ĝ1〉 · · · |Ĝg〉 ] = [ |Ĝ1〉 · · · |Ĝg〉 ]D(reg)(Ĝp) (6.2.34)

によって定義する。D(reg)(Ĝp)はg次のユニタリ行列であり，その (i, j)成分D
(reg)
ij (Ĝp) =

〈Ĝi|Ĝp|Ĝj〉は

D
(reg)
ij (Ĝp) =

{
1 (Ĝi = ĜpĜj)

0 (上記以外)
(6.2.35)

である。(6.2.34)によって定義されたユニタリ行列の組D(reg) = {D(reg)(Ĝ1), · · · ,
D(reg)(Ĝg)}をGの正則表現という22。D(reg)(Ĝ1), · · · , D(reg)(Ĝg)は行列の通常の
和とスカラー倍に関して線形独立であることに注意されたい23。正則表現の指標

21このように群Gでラベルされた基底によって張られる線形空間であって，|Ĝp〉 |Ĝq〉 = |ĜpĜq〉
によって元の間に積が定義された集合のことを群環といいます。詳細については参考文献 [23]を
参照してください。

22本書では参考文献 [19] にしたがって V (reg) の基底を { |Ĝ1〉 , · · · , |Ĝg〉} として D(reg) を
定義することにします。これは左正則表現とよばれます。文献によっては V (reg) の基底を
{ |Ĝ−1

1 〉 , · · · , |Ĝ−1
g 〉}としてD(reg)を定義しているものもあります。こちらは右正則表現とよばれ

ます。
23V (reg) の正規直交基底 { |Ĝ1〉 , · · · , |Ĝg〉} に対応する標準基底を {e1, · · · , eg} とすると，

D(reg)(Ĝp)の第 1列は epになっています。したがって，D(reg)(Ĝ1), · · · , D(reg)(Ĝg)は行列の通常
の和とスカラー倍に関して明らかに線形独立です。
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χ(reg) = {χ(reg)(Ĝ1), · · · , χ(reg)(Ĝg)}は，(6.2.35)より，

χ(reg)(Ĝp) =

{
g (Ĝp = Ĝ1(= Ê))

0 (上記以外)
(6.2.36)

となる。したがって，正則表現の既約分解において既約表現αが現れる回数 qαは，
(6.2.26)より，

qα = dα (6.2.37)

となる。つまり，

χ(reg)(Ĝp) =
nr∑
α=1

dαχ
(α)(Ĝp) (6.2.38)

が成り立つ。(6.2.38)において Ĝpを Ĝ1 = Êとすると，χ(α)(Ê) = dαより，
nr∑
α=1

d2α = g (6.2.39)

となり，再び (6.2.23)を得る。一方，Ĝp 6= Ĝ1(= Ê)とすると，
nr∑
α=1

dαχ
(α)(Ĝp) = 0 (6.2.40)

である。
V (reg)の 1次元部分空間 span( |Ĝ1〉 + · · · + |Ĝg〉)をW とする。W の元 |A〉 =

λ( |Ĝ1〉+ · · ·+ |Ĝg〉)に対して Ĝp (p = 1, · · · , g)は

Ĝp |A〉 = |A〉 (6.2.41)

と作用するから，明らかにW はGに関する既約不変部分空間である。この既約表
現をDとすると，(6.2.41)よりすべての Ĝpに対してD(Ĝp) = 1であり，したがっ
て，Dの指標χの値もすべての Ĝpに対してχ(Ĝp) = 1である。この 1次元の既約
表現を恒等表現という。恒等表現はすべての群がもつ既約表現である。
正則表現を用いて §6.2.3において述べた (6.2.19)

共役類の個数 =既約表現の個数

を証明する24。
[ (6.2.19)の証明 ]内積空間V においてユニタリ演算子のなす群G = {Ĝ1, · · · , Ĝg}

24参考文献 [23]の定理 8.9(p.271)の証明を参考にしています。
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を考え，Gの共役類をC1, · · · ,Cncとする。類関数全体のなすnc次元の列ベクトル空
間CncにおいてGの既約指標の組 {χ(1), · · · , χ(nr)}を正規直交基底とする部分空間
をU，その直交補空間をU⊥とする。Cnc = U⊕U⊥，dimU = nr，dimU⊥ = nc−nr
である。f を U⊥に属する類関数として，

F̂ =

g∑
p=1

f(Ĝp)
∗Ĝp (6.2.42)

とおく。ここで，f(Ĝp)は Ĝpの属する共役類Cκにおける f の値 f(Cκ)を表すも
のとする。Gに関する既約不変部分空間W (1), · · · ,W (ρ)による V の直交直和分解
を V = W (1) ⊕ · · · ⊕W (ρ)とする。同じ既約表現に属する複数の既約不変部分空
間が現れてもよい。W (1), · · · ,W (ρ)に対応する正射影の組を P̂ (1), · · · , P̂ (ρ)とし，
F̂ (α) = P̂ (α)F̂ および Ĝ

(α)
p = P̂ (α)Ĝp (p = 1, · · · , g)とおくと，

F̂ = F̂ (1) + · · ·+ F̂ (ρ) F̂ (α) =

g∑
p=1

f(Ĝp)
∗Ĝ(α)

p (α = 1, · · · , ρ) (6.2.43)

である。f(Ĝp) = f(Cκ)よりすべての Ĝ
(α)
p に対して，Ĝ(α)

p F̂ (α)Ĝ
(α)−1
p = F̂ (α)，つま

り，F̂ (α)Ĝ
(α)
p = Ĝ

(α)
p F̂ (α)であるから，シューアの補題 (6.2.4)より F̂ (α) = λP̂ (α)で

なければならない。一方，f はU⊥に属する類関数であるから，tr Ĝ
(α)
p = χ(α)(Ĝp)

より，
1

g
tr F̂ (α) =

1

g

g∑
p=1

f(Ĝp)
∗χ(α)(Ĝp) =

1

g

nc∑
κ=1

hκf(Cκ)
∗χ(α)(Cκ) = (f, χ(α)) = 0

(6.2.44)

である。ここで，hκはCκに属する元の個数である。tr F̂ (α) = λ tr P̂ (α) = λdα = 0

より λ = 0であるから，F̂ = F̂ (1) + · · ·+ F̂ (ρ) = 0̂，つまり，
g∑
p=1

f(Ĝp)
∗Ĝp = 0̂ (6.2.45)

である。(6.2.45)を正則表現に対して適用しよう。(6.2.45)は正則表現D(reg)(Ĝ1),

· · · , D(reg)(Ĝg)を用いて表すと
g∑
p=1

f(Ĝp)
∗D(reg)(Ĝp) = O (6.2.46)

と書ける。ここで，Oはg次の零行列である。D(reg)(Ĝ1), · · · , D(reg)(Ĝg)は行列の通
常の和とスカラー倍に関して線形独立であるから，すべての Ĝpに対して f(Ĝp) = 0
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でなければならない。したがって，U⊥ = {0}より，U = Cnc，つまり，nc = nrを
得る。以上より，(6.2.19)が示された。 ■

6.2.6 積表現
群G = {G1, · · · , Gg}に対応して，dα次元の内積空間 V (α)のユニタリ演算子の

組G(α) = {Ĝ(α)
1 , · · · , Ĝ(α)

g }，および，dβ 次元の内積空間 V (β) のユニタリ演算子
の組G(β) = {Ĝ(β)

1 , · · · , Ĝ(β)
g }を考える。ここで，V (α)，V (β)はGの表現 α，βに

属する表現空間であるとする。V (α)と V (β)のテンソル積を V (α×β) = V (α) ⊗ V (β)

とし25，Ĝ(α×β)
p = Ĝ

(α)
p ⊗ Ĝ

(β)
p とおくと，G(α×β) = {Ĝ(α×β)

1 , · · · , Ĝ(α×β)
g }もGに

対応する V (α×β)のユニタリ演算子の組となる。V (α)，V (β)の正規直交基底 e(α) =

{ |e(α)1 〉 , · · · , |e
(α)
dα
〉}，e(β) = { |e(β)1 〉 , · · · , |e

(β)
dβ
〉}を用いて e(α×β) = { |e(α)i e

(β)
k 〉 | i =

1, · · · , dα; k = 1, · · · , dβ}とすると，e(α×β) は V (α×β) の正規直交基底となる。基
底 e(α) によるG(α) の行列表現を D(α) = {D(α)(Ĝ

(α)
1 ), · · · , D(α)(Ĝ

(α)
g )}，基底 e(β)

によるG(β)の行列表現をD(β) = {D(β)(Ĝ
(β)
1 ), · · · , D(β)(Ĝ

(β)
g )}とする。このとき，

D(α×β)(Ĝ
(α×β)
p ) = D(α)(Ĝ

(α)
p )⊗D(β)(Ĝ

(β)
p )とおくと，基底 e(α×β)によるG(α×β)の

行列表現はD(α×β) = {D(α×β)(Ĝ
(α×β)
1 ), · · · , D(α×β)(Ĝ

(α×β)
g )}と表せる。D(α×β)あ

るいは α× βを表現 αと βの積表現という。表現 αと βが既約であっても，積表
現 α× βは必ずしも既約であるとは限らないことに注意せよ。V (α×β)がG(α×β)に
関する既約不変部分空間の組W (1), · · · ,W (ρ)によって V (α×β) = W (1)⊕ · · · ⊕W (ρ)

と直交直和分解されるとする。この直交直和分解において既約表現 γに属する既
約不変部分空間が現れる回数 qγは，(6.2.26)により，

qγ =
1

g

nc∑
κ=1

hκχ
(γ)(Cκ)

∗χ(α×β)(Cκ) (6.2.47)

となる。ここで，χ(α×β)は積表現 α × βの指標，つまり，GpをCκの代表として
χ(α×β)(Cκ) = tr Ĝ

(α×β)
p であり，(4.1.14)より，

χ(α×β)(Cκ) = χ(α)(Cκ)χ
(β)(Cκ) (6.2.48)

で与えられる。ここで，χ(α)，χ(β)は α，βの指標，つまり，χ(α)(Cκ) = tr Ĝ
(α)
p ，

χ(β)(Cκ) = tr Ĝ
(β)
p である。W (1), · · · ,W (ρ)における既約表現 γに属する n番目の

既約不変部分空間をあらためてW (γ,n) (n = 1, · · · , qγ)と表し，W (γ,n)の正規直交
基底を { |f (γ,n)

1 〉 , · · · , |f (γ,n)
dγ
〉}とすると，f (α×β) = { |f (γ,n)

m 〉 | γ = 1, · · · , nr;n =

25テンソル積については第 4章を参照してください。
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1, · · · , qγ;m = 1, · · · , dγ}はV (α×β)の正規直交基底となる。正規直交基底 e(α×β)か
ら正規直交基底 f (α×β)への基底変換は

|f (γ,n)
m 〉 =

dα∑
i=1

dβ∑
k=1

|e(α)i e
(β)
k 〉〈e

(α)
i e

(β)
k |f

(γ,n)
m 〉 (6.2.49)

と表せる。(6.2.49)における基底変換の行列の成分 〈e(α)i e
(β)
k |f

(γ,n)
m 〉をクレブシュ‒

ゴルダン係数という。(6.2.49)を求めるには，積表現の射影演算子

P̂ [γ] =
dγ
g

g∑
p=1

χ(γ)(Gp)
∗Ĝ(α×β)

p (6.2.50)

を利用できる。
==============================================

補足・計算例 39.

群の表現
例 1：補足・計算例 38で取り上げた群 C3v の既約表現について調べる。
(1) 既約指標
C3v = {E,C3, C

2
3 , σv, σ

′
v, σ

′′
v}の共役類は C1 = {E}，C2 = {C3, C

2
3}，C3 = {σv, σ′

v, σ
′′
v}の 3個

である。したがって，(6.2.19)より既約表現の個数も 3個である。3個の既約表現を D(1)，D(2)，
D(3)とし，それらの次元を d1，d2，d3 (d1 ≤ d2 ≤ d3)，指標を χ(1)，χ(2)，χ(3)とする。C3vの位
数は 6であるから，(6.2.23)より，d21+ d22+ d23 = 6である。これは d1 = 1，d2 = 1，d3 = 2のとき
にのみ満たされる。まず，1次元の既約表現のうち一つは恒等表現であるから，D(1)を恒等表現と
すると，D(1) = {D(1)(E), D(1)(C3), D

(1)(C2
3 ), D

(1)(σv), D
(1)(σ′

v), D
(1)(σ′′

v ), } = {1, 1, 1, 1, 1, 1}，
χ(1) = {χ(1)(C1), χ

(1)(C2), χ
(1)(C3)} = {1, 1, 1} である。次に，もう一つの 1 次元の既約表現

D(2) = {D(2)(E), D(2)(C3), D
(2)(C2

3 ), D
(2)(σv), D

(2)(σ′
v), D

(2)(σ′′
v ), }について考える。1次元表現

であるからD(2)(E) = 1である。C3
3 = EよりD(2)(C3)

3 = 1であり，また，C3とC2
3はともにC2に

属するから χ(2)(C3) = χ(2)(C2
3 )でなければならない。つまり，D(2)(C3) = D(2)(C2

3 ) = D(2)(C3)
2

である。したがって，D(2)(C3) = D(2)(C2
3 ) = 1 である。σv，σ′

v，σ′′
v は 2 乗すると E となる

から，D(2)(σv)
2 = D(2)(σ′

v)
2 = D(2)(σ′′

v )
2 = 1 である。また，σv，σ′

v，σ′′
v はすべて C3 に属

するから χ(2)(σv) = χ(2)(σ′
v) = χ(2)(σ′′

v )でなければならない。したがって，D(2) は恒等表現で
はないとしているから，D(2)(σv) = D(2)(σ′

v) = D(2)(σ′′
v ) = −1および χ(2)(C3) = −1である。

D(2)についてまとめると，D(2) = {D(2)(E), D(2)(C3), D
(2)(C2

3 ), D
(2)(σv), D

(2)(σ′
v), D

(2)(σ′′
v ), } =

{1, 1, 1,−1,−1,−1}，χ(2) = {χ(2)(C1), χ
(2)(C2), χ

(2)(C3)} = {1, 1,−1}である。最後に 2次元の
既約表現D(3)の指標 χ(3)を指標の第 1種直交性 (6.2.16)から決定しよう。χ(3)(C1)+2χ(3)(C2)+
3χ(3)(C3) = 0および χ(3)(C1) + 2χ(3)(C2)− 3χ(3)(C3) = 0である。D(3) は 2次元の表現である
から，χ(3)(C1) = 2である。これを用いると，χ(3)(C2) = −1，χ(3)(C3) = 0となる。したがって，
D(3)の指標は χ(3) = {2,−1, 0}である。以上をまとめるとC3vの指標表 6.2が得られる。なお，以
下では既約表現D(1)，D(2)，D(3)をマリケン記号を用いて A1，A2，Eによって表すことにする。

(2) 既約表現の基底関数
3変数関数の関数空間におけるユニタリ演算子のなす群C3v = {Ê, Ĉ3, Ĉ

2
3 , σ̂v, σ̂

′
v, σ̂

′′
v}の既約表現の

基底関数について調べる。まず，図 6.2に示すような s型関数の組 e(s) = { |s1〉 , |s2〉 , |s3〉}を正規直
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交基底とする C3vに関する不変部分空間W (s)を考える26。ここで，|s2〉 = Ĉ3 |s1〉，|s3〉 = Ĉ2
3 |s1〉

である。また，W (s) における C3v の表現をD(s) とする。

図 6.2: C3vの対称操作の s型関数に対する作用 ( |s1〉の場合)

D(s)の指標をχ(s)とする。C3vの元 Ĝpに対してχ(s)(Ĝp) =
∑3
i=1 〈si|Ĝp|si〉であるから，χ(s)(Ĝp)

を求めるには，̂Gp |si〉 = |si〉，つまり，̂Gpの作用で動かない |si〉の個数を計算すればよい。χ(s)(C1) =
3，χ(s)(C2) = 0，χ(s)(C3) = 1である。(6.2.26)を用いて D(s) を簡約すると，(χ(A1), χ(s)) = 1，
(χ(A2), χ(s)) = 0，(χ(E), χ(s)) = 1より，D(s) = D(A1) ⊕D(E)となる。射影演算子 (6.2.30)を用い
て既約表現 A1 の関数を求めると，

P̂ [A1] |s1〉 =
1

6
(Ê + Ĉ3 + Ĉ2

3 + σ̂v + σ̂′
v + σ̂′′

v ) |s1〉 =
1

3
( |s1〉+ |s2〉+ |s3〉) (6.2.51)

26s型関数とは原子の s軌道のようにある点を中心として等方的な関数，つまり，中心の周りに
球対称な関数のことです。
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を得る。P̂ [A1] |s2〉，P̂ [A1] |s3〉も (6.2.51)と同じ関数となる。(6.2.51)を正規化して

|φ(A1)〉 = 1√
3
( |s1〉+ |s2〉+ |s3〉) (6.2.52)

をA1の基底関数とする。既約表現 Eについては 2個の直交した基底関数を求める必要がある。そ
こで，

P̂ [E] |s1〉 =
1

3
(2Ê − Ĉ3 − Ĉ2

3 ) |s1〉 =
1

3
(2 |s1〉 − |s2〉 − |s3〉) (6.2.53)

および

P̂ [E]( |s2〉 − |s3〉) =
1

3
(2Ê − Ĉ3 − Ĉ2

3 )( |s2〉 − |s3〉) = |s2〉 − |s3〉 (6.2.54)

とすると，これらは互いに直交する関数であることがわかる27。(6.2.53)，(6.2.54)を正規化して

|φ(E)
1 〉 =

1√
6
(2 |s1〉 − |s2〉 − |s3〉) |φ(E)

2 〉 =
1√
2
( |s2〉 − |s3〉) (6.2.55)

を Eの基底関数とする。

27より系統的に基底関数を求めるにはグラム‒シュミットの直交化法などを用いることになりま
す。
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図 6.3: C3vの既約表現A1，Eの基底関数

次に，図 6.4に示すような p型関数の組 e(p) = { |p1〉 , |p2〉 , |p3〉}を正規直交基底とする C3vに関
する不変部分空間W (p)を考える28。ここで，|p2〉 = Ĉ3 |p1〉，|p3〉 = Ĉ2

3 |p1〉である。また，W (p)

を表現空間とする C3v の表現をD(p) とする。

28p型関数とは原子の p軌道のようにある点を中心として反対称な関数のことです。

227



図 6.4: C3vの対称操作の p型関数に対する作用 ( |p1〉の場合)

D(p)の指標をχ(p)とする。C3vの元 Ĝpに対してχ(p)(Ĝp) =
∑3
i=1 〈pi|Ĝp|pi〉であるから，χ(p)(Ĝp)

を求めるには，Ĝp |pi〉 = |pi〉または Ĝp |pi〉 = − |pi〉，つまり，Ĝp の作用で動かない |pi〉の個
数を符号を考慮して計算すればよい。χ(p)(C1) = 3，χ(p)(C2) = 0，χ(p)(C3) = −1 である。
(6.2.26)を用いてD(p)を簡約すると，(χ(A1), χ(p)) = 0，(χ(A2), χ(p)) = 1，(χ(E), χ(p)) = 1より，
D(p) = D(A2) ⊕D(E) となる。射影演算子 (6.2.30)を用いて既約表現 A2 の関数を求めると，

P̂ [A2] |p1〉 =
1

6
(Ê + Ĉ3 + Ĉ2

3 − σ̂v − σ̂′
v − σ̂′′

v ) |p1〉 =
1

3
( |p1〉+ |p2〉+ |p3〉) (6.2.56)

を得る。(6.2.56)を正規化して

|φ(A2)〉 = 1√
3
( |p1〉+ |p2〉+ |p3〉) (6.2.57)

をA2の基底関数とする。Eの基底関数はすでに s型関数を用いた (6.2.55)として得られているが，
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p型関数によって

|φ(E)
1 〉 =

1√
6
(2 |p1〉 − |p2〉 − |p3〉) |φ(E)

2 〉 =
1√
2
( |p2〉 − |p3〉) (6.2.58)

と表してもよい。

図 6.5: C3vの既約表現A2，Eの基底関数
(3) 既約表現の行列表現
A1，A2は 1次元の既約表現であるから，その行列表現は指標そのものである。したがって，A1の
行列表現は

D(A1)(Ê) = 1 D(A1)(Ĉ3) = 1 D(A1)(Ĉ2
3 ) = 1

D(A1)(σ̂v) = 1 D(A1)(σ̂′
v) = 1 D(A1)(σ̂′′

v ) = 1
(6.2.59)

であり，A2 の行列表現は
D(A2)(Ê) = 1 D(A2)(Ĉ3) = 1 D(A2)(Ĉ2

3 ) = 1
D(A2)(σ̂v) = −1 D(A2)(σ̂′

v) = −1 D(A2)(σ̂′′
v ) = −1

(6.2.60)
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である。Eは 2次元の既約表現であるから，その行列表現は用いる基底に依存する。まず，s型関
数を用いて得た基底関数 (6.2.55)による行列表現を計算する。D(E)(Ê)は 2次の単位行列である
から，Ê 以外の演算子の行列表現を求める。例えば Ĉ3 については，

Ĉ3 |φ(E)
1 〉 =

1√
6
(2Ĉ3 |s1〉 − Ĉ3 |s2〉 − Ĉ3 |s3〉) =

1√
6
(2 |s2〉 − |s3〉 − |s1〉)

Ĉ3 |φ(E)
2 〉 =

1√
2
(Ĉ3 |s2〉 − Ĉ3 |s3〉) =

1√
2
( |s3〉 − |s1〉)

(6.2.61)

より，

D
(E)
11 (Ĉ3) = 〈φ(E)

1 |Ĉ3|φ(E)
1 〉 = −

1

2
D

(E)
12 (Ĉ3) = 〈φ(E)

1 |Ĉ3|φ(E)
2 〉 = −

√
3

2

D
(E)
21 (Ĉ3) = 〈φ(E)

2 |Ĉ3|φ(E)
1 〉 =

√
3

2
D

(E)
22 (Ĉ3) = 〈φ(E)

2 |Ĉ3|φ(E)
2 〉 = −

1

2

(6.2.62)

である。同様の計算を行うと，s型関数の基底関数 (6.2.55)による Eの行列表現として

D(E)(Ê) =

[
1 0
0 1

]
D(E)(Ĉ3) =

[
− 1

2 −
√
3
2√

3
2 − 1

2

]
D(E)(Ĉ2

3 ) =

[
− 1

2

√
3
2

−
√
3
2 − 1

2

]

D(E)(σ̂v) =

[
1 0
0 −1

]
D(E)(σ̂′

v) =

[
− 1

2 −
√
3
2

−
√
3
2

1
2

]
D(E)(σ̂′′

v ) =

[
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

] (6.2.63)

を得る。次に，p型関数を用いて得た基底関数 (6.2.58)による行列表現を計算する。例えば Ĉ3に
ついては，

Ĉ3 |φ(E)
1 〉 =

1√
6
(2Ĉ3 |p1〉 − Ĉ3 |p2〉 − Ĉ3 |p3〉) =

1√
6
(2 |p2〉 − |p3〉 − |p1〉)

Ĉ3 |φ(E)
2 〉 =

1√
2
(Ĉ3 |p2〉 − Ĉ3 |p3〉) =

1√
2
( |p3〉 − |p1〉)

(6.2.64)

より，

D
(E)
11 (Ĉ3) = 〈φ(E)

1 |Ĉ3|φ(E)
1 〉 = −

1

2
D

(E)
12 (Ĉ3) = 〈φ(E)

1 |Ĉ3|φ(E)
2 〉 = −

√
3

2

D
(E)
21 (Ĉ3) = 〈φ(E)

2 |Ĉ3|φ(E)
1 〉 =

√
3

2
D

(E)
22 (Ĉ3) = 〈φ(E)

2 |Ĉ3|φ(E)
2 〉 = −

1

2

(6.2.65)

である。同様の計算を行うと，p型関数の基底関数 (6.2.55)による Eの行列表現として

D(E)(Ê) =

[
1 0
0 1

]
D(E)(Ĉ3) =

[
− 1

2 −
√
3
2√

3
2 − 1

2

]
D(E)(Ĉ2

3 ) =

[
− 1

2

√
3
2

−
√
3
2 − 1

2

]

D(E)(σ̂v) =

[
−1 0
0 1

]
D(E)(σ̂′

v) =

[
1
2

√
3
2√

3
2 − 1

2

]
D(E)(σ̂′′

v ) =

[
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 − 1

2

] (6.2.66)

を得る。p型関数の基底関数 (6.2.58)による Eの行列表現 (6.2.66)は s型関数の基底関数 (6.2.55)
による Eの行列表現 (6.2.63)と異なるが，これらの指標の値はまったく同じであるから，(6.2.63)
と (6.2.66)は同値な表現である。実際，[

(6.2.63)の行列
]
=

[
0 1
−1 0

][
(6.2.66)の行列

][
0 −1
1 0

]
(6.2.67)
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となっており，(6.2.63)と (6.2.66)は互いに相似である。つまり，(6.2.58)の代わりに例えば |φ(E)
1 〉 =

1√
2
( |p2〉 − |p3〉), |φ

(E)
2 〉 = − 1√

6
(2 |p1〉 − |p2〉 − |p3〉) ととると，この基底による Eの行列表現は

(6.2.63)と完全に一致する。

例 2：群 C3v の既約表現 Eどうしの積表現 E × Eについて調べる。
(1) 簡約
χ(E×E)(C1) = χ(E)(C1)

2 = 22 = 4，χ(E×E)(C2) = χ(E)(C2)
2 = (−1)2 = 1，χ(E×E)(C3) =

χ(E)(C3)
2 = 02 = 0より，(χ(A1), χ(E×E)) = 1，(χ(A2), χ(E×E)) = 1，(χ(E), χ(E×E)) = 1である。

したがって，E× E = A1 +A2 + Eとなる。

(2) 基底関数
例 1で求めた (6.2.55)の |φ(E)

1 〉， |φ(E)
2 〉を用いて E × Eの正規直交基底を e(E×E) = { |φ(E)

1 〉 ⊗
|φ(E)

1 〉 , |φ
(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉 , |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉 , |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉}とする。このとき，

Ê |φ(E)
1 〉 = |φ

(E)
1 〉 Ĉ3 |φ(E)

1 〉 = − 1
2 |φ

(E)
1 〉+

√
3
2 |φ

(E)
2 〉 Ĉ2

3 |φ
(E)
1 〉 = − 1

2 |φ
(E)
1 〉 −

√
3
2 |φ

(E)
2 〉

σ̂v |φ(E)
1 〉 = |φ

(E)
1 〉 σ̂′

v |φ
(E)
1 〉 = − 1

2 |φ
(E)
1 〉 −

√
3
2 |φ

(E)
2 〉 σ̂′′

v |φ
(E)
1 〉 = − 1

2 |φ
(E)
1 〉+

√
3
2 |φ

(E)
2 〉
(6.2.68)

および

Ê |φ(E)
2 〉 = |φ

(E)
2 〉 Ĉ3 |φ(E)

2 〉 = −
√
3
2 |φ

(E)
1 〉 − 1

2 |φ
(E)
2 〉 Ĉ2

3 |φ
(E)
2 〉 =

√
3
2 |φ

(E)
1 〉 − 1

2 |φ
(E)
2 〉

σ̂v |φ(E)
2 〉 = − |φ

(E)
2 〉 σ̂′

v |φ
(E)
2 〉 = −

√
3
2 |φ

(E)
1 〉+ 1

2 |φ
(E)
2 〉 σ̂′′

v |φ
(E)
2 〉 =

√
3
2 |φ

(E)
1 〉+ 1

2 |φ
(E)
2 〉
(6.2.69)

であるから，射影演算子 (6.2.30)を用いて既約表現 A1 の関数を求めると，

P̂ [A1]( |φ(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

=
1

6
(Ê ⊗ Ê + Ĉ3 ⊗ Ĉ3 + Ĉ2

3 ⊗ Ĉ2
3 + σ̂v ⊗ σ̂v + σ̂′

v ⊗ σ̂′
v + σ̂′′

v ⊗ σ̂′′
v )( |φ

(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

=
1

6

(
|φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉+ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)

+ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉) + |φ
(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉

+ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)

+ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)
)

=
1

2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉+ |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

(6.2.70)

となるから，これを正規化して

|Φ(A1)〉 = 1√
2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉+ |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉) (6.2.71)
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を A1 の基底関数とする。既約表現 A2 の関数を求めると，

P̂ [A2]( |φ(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

=
1

6
(Ê ⊗ Ê + Ĉ3 ⊗ Ĉ3 + Ĉ2

3 ⊗ Ĉ2
3 − σ̂v ⊗ σ̂v − σ̂′

v ⊗ σ̂′
v − σ̂′′

v ⊗ σ̂′′
v )( |φ

(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

=
1

6

(
|φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉+ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−
√
3

2
|φ(E)

1 〉 −
1

2
|φ(E)

2 〉)

+ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (

√
3

2
|φ(E)

1 〉 −
1

2
|φ(E)

2 〉)− |φ
(E)
1 〉 ⊗ (− |φ(E)

2 〉)

− (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−
√
3

2
|φ(E)

1 〉+
1

2
|φ(E)

2 〉)

− (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (

√
3

2
|φ(E)

1 〉+
1

2
|φ(E)

2 〉)
)

=
1

2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉 − |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

(6.2.72)

となるから，これを正規化して

|Φ(A2)〉 = 1√
2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉 − |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉) (6.2.73)

を A2 の基底関数とする。既約表現 Eの関数を求めると，

P̂ [E]( |φ(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

=
1

3
(2Ê ⊗ Ê − Ĉ3 ⊗ Ĉ3 − Ĉ2

3 ⊗ Ĉ2
3 )( |φ

(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

=
1

3

(
2 |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉 − (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)

− (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)
)

=
1

2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉 − |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

(6.2.74)

となるから，これを正規化して

|Φ(E)
1 〉 =

1√
2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
1 〉 − |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉) (6.2.75)

を Eの基底関数の一つとする。Eのもう一つの基底関数を求めるには，

P̂ [E]( |φ(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

=
1

3
(2Ê ⊗ Ê − Ĉ3 ⊗ Ĉ3 − Ĉ2

3 ⊗ Ĉ2
3 )( |φ

(E)
1 〉 ⊗ |φ

(E)
2 〉)

=
1

3

(
2 |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉 − (−1

2
|φ(E)

1 〉+
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (−
√
3

2
|φ(E)

1 〉 −
1

2
|φ(E)

2 〉)

− (−1

2
|φ(E)

1 〉 −
√
3

2
|φ(E)

2 〉)⊗ (

√
3

2
|φ(E)

1 〉 −
1

2
|φ(E)

2 〉)
)

=
1

2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉+ |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉)

(6.2.76)
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となるから，これを正規化して

|Φ(E)
2 〉 =

1√
2
( |φ(E)

1 〉 ⊗ |φ
(E)
2 〉+ |φ

(E)
2 〉 ⊗ |φ

(E)
1 〉) (6.2.77)

を得る。
==============================================

6.3 回転群
6.3.1 角運動量演算子の既約表現

§5.3.4で述べた回転演算子

R̂n(ψ) = e−iψn·Ĵ (6.3.1)

の全体は群をなす。この群を回転群という。(6.3.1)で，Ĵ = Ĵx ex + Ĵy ey + Ĵz ez
は角運動量演算子である。角運動量演算子はエルミート演算子であり，Ĵ†

x = Ĵx，
Ĵ†
y = Ĵy，Ĵ†

z = Ĵzを満たす。また，n = nx ex + ny ey + nz ezは回転軸の方向を表
す単位ベクトル，ψは回転角である。R̂n(ψ)は Ĵ によって表されるから，回転群
の既約表現は Ĵx，Ĵy，Ĵzに関する既約不変部分空間を決定することによって求め
られる。§5.3.3で述べたように，角運動量演算子の性質として

[ Ĵx, Ĵy ] = iĴz [ Ĵy, Ĵz ] = iĴx [ Ĵz, Ĵx ] = iĴy (6.3.2)

および

[ Ĵ2, Ĵx ] = 0 [ Ĵ2, Ĵy ] = 0 [ Ĵ2, Ĵz ] = 0 (6.3.3)

が基本的である。ここで，Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z である。演算子 Ĵ+，Ĵ−を

Ĵ+ = Ĵx + iĴy Ĵ− = Ĵx − iĴy (6.3.4)

によって定義すると，

Ĵ†
+ = Ĵ− [ Ĵ+, Ĵ− ] = 2Ĵz [ Ĵz, Ĵ± ] = ±Ĵ± [ Ĵ2, Ĵ± ] = 0̂ (6.3.5)

および

Ĵ2 = Ĵ2
z +

1

2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) = Ĵ2

z + Ĵz + Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2
z − Ĵz + Ĵ+Ĵ− (6.3.6)
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が成り立つ。Ĵ2と Ĵzは可換であるから，これらが同時対角化されるように基底を
選ぶ。Ĵ2，Ĵzの固有値，固有ベクトルは

Ĵ2 |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 Ĵz |j,m〉 = m |j,m〉

ここで, j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · · , m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j︸ ︷︷ ︸

2j+1 個

(6.3.7)

で与えられる。また， |j,m〉の位相を適当に選べば，

Ĵ+ |j,m〉 =
√

(j −m)(j +m+ 1) |j,m+ 1〉

Ĵ− |j,m〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1〉
(6.3.8)

が成り立つ。
[ (6.3.7)の証明 ] Ĵx，Ĵy，Ĵzに関する既約不変部分空間をW とし，W の恒等演算子
を ÊW とする。§2.6.2で述べたシューアの補題 (2.6.7)より，(6.3.3)は Ĵ2 = λÊW
であることを意味する。ここで，λは Ĵ2の固有値である。Ĵzの固有値を µとし，
Ĵ2と Ĵzの正規化された共通の固有ベクトルを |λ, µ〉とする。つまり，

Ĵ2 |λ, µ〉 = λ |λ, µ〉 Ĵz |λ, µ〉 = µ |λ, µ〉 〈λ, µ|λ, µ〉 = 1 (6.3.9)

とする。(6.3.7)の証明を以下の (1)から (4)に分けて行う。
(1)まず，

λ ≥ µ2 (6.3.10)

を示す。 〈λ, µ|(Ĵ2 − Ĵ2
z )|λ, µ〉 = λ − µ2であるが，一方， 〈λ, µ|(Ĵ2 − Ĵ2

z )|λ, µ〉 =
〈λ, µ|(Ĵ2

x + Ĵ2
y )|λ, µ〉 = 〈λ, µ|Ĵ2

x |λ, µ〉+ 〈λ, µ|Ĵ2
y |λ, µ〉 ≥ 0である29。よって，(6.3.10)

が示された。
(2)次に，

Ĵ± |λ, µ〉 = C± |λ, µ± 1〉 (6.3.11)

を示す。 |±〉 = Ĵ± |λ, µ〉とおくと，̂J2 |±〉 = Ĵ2Ĵ± |λ, µ〉 = Ĵ±Ĵ
2 |λ, µ〉 = Ĵ±λ |λ, µ〉 =

λĴ± |λ, µ〉 = λ |±〉であり，また，Ĵz |±〉 = ĴzĴ± |λ, µ〉 = (Ĵ±Ĵz ± Ĵ±) |λ, µ〉 =

(µ± 1)Ĵ± |λ, µ〉 = (µ± 1) |±〉である。よって，(6.3.11)が示された。
(3)µには最大値 µmaxと最小値 µminがあり，

λ = µmax(µmax + 1) = µmin(µmin − 1) µmax = −µmin (6.3.12)

29任意の演算子 X̂，任意のベクトル |a〉に対して (X̂ |a〉 , X̂ |a〉) = 〈a|X̂†X̂|a〉 ≥ 0です。特に，
X̂ がエルミート演算子 (X̂† = X̂)ならば， 〈a|X̂2|a〉 ≥ 0が成り立ちます。
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であることを示す。Ĵ+を |λ, µ〉に何回か作用させるとλ ≥ µ2
maxかつλ < (µmax+1)2

となるような |λ, µmax〉に達する。しかし，λ ≥ µ2であるから，Ĵ+ |λ, µmax〉 = 0でな
ければならない30。Ĵ+ |λ, µmax〉 = 0および Ĵ2 = Ĵ2

z+Ĵz+Ĵ−Ĵ+より，̂J2 |λ, µmax〉 =
(Ĵ2
z+Ĵz+Ĵ−Ĵ+) |λ, µmax〉 = Ĵ2

z |λ, µmax〉+Ĵz |λ, µmax〉+Ĵ−Ĵ+ |λ, µmax〉 = µ2
max |λ, µmax〉+

µmax |λ, µmax〉 = µmax(µmax+1) |λ, µmax〉である。よって，λ = µmax(µmax+1)を得
る。同様に，Ĵ−を |λ, µ〉に何回か作用させるとλ ≥ µ2

minかつλ < (µmin−1)2となる
ような |λ, µmin〉に達する。しかし，λ ≥ µ2であるから，Ĵ− |λ, µmin〉 = 0でなければ
ならない31。Ĵ− |λ, µmin〉 = 0および Ĵ2 = Ĵ2

z −Ĵz+Ĵ+Ĵ−より，̂J2 |λ, µmin〉 = (Ĵ2
z −

Ĵz + Ĵ+Ĵ−) |λ, µmin〉 = Ĵ2
z |λ, µmin〉− Ĵz |λ, µmin〉+ Ĵ+Ĵ− |λ, µmin〉 = µ2

min |λ, µmin〉−
µmin |λ, µmin〉 = µmin(µmin − 1) |λ, µmax〉である。よって，λ = µmin(µmin − 1)を得
る。λ = µmax(µmax + 1) = µmin(µmin − 1)より (µmax + µmin)(µmax − µmin + 1) = 0

であるから，µmax ≥ µminを考慮すると，µmax = −µminを得る。よって，(6.3.12)

が示された。
(4)あらためてµmaxを j，µをm，|λ, µ〉を |j,m〉と表して，(6.3.7)を示す。 |j,−j〉
に Ĵ+を何回か作用させて |j, j〉に達するとき，mは−j，−j + 1，· · ·，j − 1，j
の 2j + 1個の値をとる32。ここで，2j + 1は個数なので正の整数でなければなら
ないから，j = (正の整数− 1)/2を得る。以上より，(6.3.7)が示された。 ■

[ (6.3.8)の証明 ] (6.3.7)およびその証明で示した (6.3.11)，つまり，
Ĵ± |j,m〉 = C± |j,m± 1〉 (6.3.13)

を用いる。Ĵ+ |j,m〉 = C+ |j,m+ 1〉のエルミート共役をとると，Ĵ†
+ = Ĵ−より，

〈j,m| Ĵ†
+ = 〈j,m| Ĵ− = C∗

+ 〈j,m+ 1|となる。したがって， 〈j,m|Ĵ−Ĵ+|j,m〉 =
|C+|2 〈j,m+ 1|j,m+ 1〉 = |C+|2 となる。一方，Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2

z − Ĵz より，
〈j,m|Ĵ−Ĵ+|j,m〉 = 〈j,m|(Ĵ2 − Ĵ2

z − Ĵz)|j,m〉 = (j(j+1)−m2−m) 〈j,m|j,m〉 =
(j −m)(j +m+1)であるから，|C+|2 = (j −m)(j +m+1)となる。C+を正の実
数に選べば，C+ =

√
(j −m)(j +m+ 1)を得る。このC+を用いると 〈j,m| Ĵ− =√

(j −m)(j +m+ 1) 〈j,m+ 1|であるから，この式の左辺，右辺と |j,m+ 1〉の内
積を計算すると，〈j,m|Ĵ−|j,m+ 1〉 =

√
(j −m)(j +m+ 1) 〈j,m+ 1|j,m+ 1〉 =√

(j −m)(j +m+ 1)である。ここで，mをm−1に置き換えると，〈j,m− 1|Ĵ−|j,m〉 =√
(j −m+ 1)(j +m) =

√
(j +m)(j −m+ 1)である。一方，̂J− |j,m〉 = C− |j,m− 1〉

より 〈j,m− 1|Ĵ−|j,m〉 = C− 〈j,m− 1|j,m− 1〉 = C−である。したがって，C− =√
(j +m)(j −m+ 1)を得る33。以上より，(6.3.8)が示された。 ■

30そうでないと， |λ, µmax + 1〉が存在して, λ < (µmax + 1)2 となってしまいます。
31そうでないと， |λ, µmin − 1〉が存在して，λ < (µmin − 1)2 となってしまいます。
32 |j, j〉に Ĵ− を何回か作用させて |j,−j〉に達すると考えても同じです。
33C+ の位相を決めると C− の位相は自動的に決まります。
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6.3.2 j = 1/2

j = 1/2のとき Ĵx，Ĵy，Ĵzに関する既約不変部分空間は 2次元となる。また，Ĵ2

の固有値は j(j + 1) = 3/4，Ĵz の固有値はm = ±1/2である。Ĵ2と Ĵz の共通の
固有ベクトルを |↑〉 = |j = 1/2,m = 1/2〉， |↓〉 = |j = 1/2,m = −1/2〉と表すと，
(6.3.8)より，

Ĵ+ = [ |↑〉 |↓〉 ]

[
0 1

0 0

][
〈↑|
〈↓|

]
Ĵ− = [ |↑〉 |↓〉 ]

[
0 0

1 0

][
〈↑|
〈↓|

]
(6.3.14)

となる。Ĵx = (Ĵ+ + Ĵ−)/2，Ĵy = (Ĵ+ − Ĵ−)/2iであるから，Ĵzと合わせて，

Ĵx =
1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]σx

[
〈↑|
〈↓|

]
Ĵy =

1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]σy

[
〈↑|
〈↓|

]
Ĵz =

1

2
[ |↑〉 |↓〉 ]σz

[
〈↑|
〈↓|

]
(6.3.15)

と表せる。ここで，σx，σy，σzは (5.3.42)で定義したパウリ行列であり，

σx =

[
0 1

1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0

0 −1

]
(6.3.16)

である。したがって，基底 { |↑〉 , |↓〉}による回転演算子 R̂n(ψ) = e−iψn·Ĵの行列表
現は，すでに (5.3.72)で示したように，

e−i
ψ
2
n·σ = cos

ψ

2
I2 − i sin

ψ

2
n · σ (6.3.17)

となる。

6.3.3 j = 1

j = 1のとき Ĵx，Ĵy，Ĵzに関する既約不変部分空間は 3次元となる。また，Ĵ2

の固有値は j(j + 1) = 2，Ĵzの固有値はm = 1, 0,−1である。Ĵ2と Ĵzの共通の固
有ベクトルを |1〉 = |j = 1,m = 1〉，|0〉 = |j = 1,m = 0〉，|1̄〉 = |j = 1,m = −1〉
と表すと，(6.3.8)より，

Ĵ+ = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]

0
√
2 0

0 0
√
2

0 0 0


 〈1|〈0|
〈1̄|

 Ĵ− = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]

 0 0 0√
2 0 0

0
√
2 0


 〈1|〈0|
〈1̄|


(6.3.18)
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となる。Ĵx = (Ĵ+ + Ĵ−)/2，Ĵy = (Ĵ+ − Ĵ−)/2iであるから，Ĵzと合わせて，

Ĵx = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]Jx

 〈1|〈0|
〈1̄|

 Ĵy = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]Jy

 〈1|〈0|
〈1̄|

 Ĵz = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]Jz

 〈1|〈0|
〈1̄|


(6.3.19)

と表せる。ここで，

Jx =
1√
2

0 1 0

1 0 1

0 1 0

 Jy =
1√
2

0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

 Jz =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 (6.3.20)

である。基底 { |1〉 , |0〉 , |1̄〉}から基底 { |ex〉 , |ey〉 , |ez〉}へ基底変換

[ |ex〉 |ey〉 |ez〉 ] = [ |1〉 |0〉 |1̄〉 ]P (6.3.21)

を行う。ここで，基底変換の行列 P はユニタリ行列

P =

−
1√
2
− 1√

2i
0

0 0 1
1√
2
− 1√

2i
0

 (6.3.22)

とする34。基底 { |ex〉 , |ey〉 , |ez〉}による Ĵx，Ĵy，Ĵzの行列表現をJx，Jy，Jzとす
ると，(2.3.60)より，

Jx =

0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 Jy =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 Jz =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 (6.3.23)

となる。(6.3.23)を用いると， |V 〉 = [ |ex〉 |ex〉 |ex〉 ]V に対して，

e−iψn·JV =
[
I3 + sinψ (−in ·J) + (1− cosψ)(−in ·J)2

]
V

= V + sinψ (n× V ) + (1− cosψ)(nn†V − V )
(6.3.24)

34ユニタリ行列P により正規直交基底 { |1〉 , |0〉 , |1̄〉}を基底変換するので，基底 { |ex〉 , |ey〉 , |ez〉}
も正規直交基底となります。
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となる35。ここで，

− in ·J = −i(nxJx + nyJy + nzJz) =

 0 −nz ny
nz 0 −nx
−ny nx 0


(−in ·J)2 =

−n2
y − n2

z nxny nxnz
nynx −n2

z − n2
x nynz

nznx nzny −n2
x − n2

y

 = nn† − I3

(6.3.25)

である。
[ (6.3.24)の証明 ] 行列の指数関数の定義より，

e−iψn·JV =

(
I3 − iψn ·J +

1

2!
(−iψn ·J)2 + · · ·+ 1

k!
(−iψn ·J)k + · · ·

)
V

(6.3.26)

である。(6.3.25)より，任意の 3次元列ベクトルU に対して

−in ·JU = n×U (−in ·J)2U = nn†U −U (6.3.27)

と書けるから，k = 1, 2, 3, 4, · · · に対して，

(−in ·J)kV = n× (n× (· · ·× (n×︸ ︷︷ ︸
k 重

V ) · · · ))

=

{
(−1)(k−1)/2n× V = (−1)(k−1)/2(−in ·J)V (k = 1, 3, · · · )
(−1)(k−2)/2(nn†V − V ) = (−1)(k−2)/2(−in ·J)2V (k = 2, 4, · · · )

(6.3.28)

となる36。(6.3.28)を (6.3.26)の右辺に用いると，

e−iψn·JV =
[
I3 + sinψ (−in ·J) + (1− cosψ)(−in ·J)2

]
V

= V + sinψ (n× V ) + (1− cosψ)(nn†V − V )
(6.3.29)

を得る。よって，(6.3.24)が示された。 ■
35(6.3.22)はロドリゲスの回転公式 (5.3.56)に一致することがわかります。
36単位ベクトル nと nに垂直なベクトル V⊥ = V − nn†V との外積 n× V⊥ は nの方向を回
転軸として V⊥を反時計回りに π/2回転させたベクトルです。したがって，V⊥に対して nとの外
積を n× (n× (· · ·× (n× V⊥) · · · ))のように繰り返すと反時計回りに次々と π/2の回転を行っ
ていくことになります。あるいは，ラグランジュの公式 a× (b× c) = (a · c)b − (a · b)cにおい
て，a = b = n，c = V として，n× (n× V ) = nn†V − V = −V⊥ を用いて説明することもで
きます。
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第 7章 物理への応用(随時更新中)

7.1 力学
7.1.1 減衰振動
例題 1. x軸に沿って運動する質量mの粒子を考える。粒子はばね定数 kのばね
に取り付けられており，また，速度に比例する抵抗力 2γmẋを受けるとする。こ
のとき，粒子の運動は微分方程式

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0 (7.1.1)

によって記述される。ここで，x = x(t)は時刻 tにおける粒子の位置座標であり，
また，ω0 =

√
k/mとおいた。ω0 6= γのとき，以下の問いに答えよ1。

(1) (7.1.1)は，v = ẋとおくと，

u̇ = Xu u =

[
x

v

]
X =

[
0 1

−ω2
0 −2γ

]
(7.1.2)

と表せることを示せ。
(2) Xの固有値 ξ1，ξ2，固有ベクトル p1，p2を求めよ。
(3) 基底 p = {p1,p2}の双対基底 π = {π1,π2}を求めよ。
(4) Xのスペクトル分解を求めよ。
(5) u1 = π1u，u2 = π2uとおくと，u1，u2は

u̇1 = ξ1u1 u̇2 = ξ2u2 (7.1.3)

を満たすことを示せ。
1通常，減衰振動の微分方程式 (7.1.1)は 2階定数係数同時線形微分方程式の解法によって扱わ

れますが，ここでは線形代数の視点から解いてみることにします。なお，ω0 = γのときはX が対
角化可能でないためジョルダン標準形の理論が必要となります。これについては参考文献 [5]の第
9章を参照してください。
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(6) (7.1.1)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)ẋ = v，v̇ = −ω2
0x− 2γvより，(7.1.2)を得る。

(2)|X − ξI2| = ξ2 + 2γξ + ω2
0 = 0より，{

ξ1 = −γ + i
√
ω2
0 − γ2, ξ2 = −γ − i

√
ω2
0 − γ2 (ω0 > γのとき)

ξ1 = −γ −
√
γ2 − ω2

0, ξ2 = −γ +
√
γ2 − ω2

0 (ω0 < γのとき)
(7.1.4)

である。固有値 ξのとき，固有ベクトルの第 1成分を c1，第 2成分を c2とすると，
c1 : c2 = 1 : ξより，

p1 =

[
1

ξ1

]
p2 =

[
1

ξ2

]
(7.1.5)

ととれる。
(3)基底 p = {p1,p2}を用いて P = [p1 p2 ]とおくと，

P−1 =
1

ξ2 − ξ1

[
ξ2 −1
−ξ1 1

]
=

[
π1

π2

]
(7.1.6)

より，双対基底 π = {π1,π2}として

π1 = [
ξ2

ξ2 − ξ1
− 1

ξ2 − ξ1
] π2 = [− ξ1

ξ2 − ξ1
1

ξ2 − ξ1
] (7.1.7)

を得る。
(4)ξ1，ξ2，p1，p2，π1，π2を用いると，Xのスペクトル分解は

X = ξ1p1π1 + ξ2p2π2 (7.1.8)

となる。
(5)完全性関係 I2 = p1π1 + p2π2および u1 = π1u，u2 = π2uにより u = I2u =

p1π1u+ p2π2u = u1p1 + u2p2であるから，u̇ = u̇1p1 + u̇2p2と表せる。一方，X
のスペクトル分解 (7.1.8)を用いるとXu = ξ1p1π1u+ ξ2p2π2u = ξ1u1p1 + ξ2u2p2

と表せる。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，u̇1 = ξ1u1，
u̇2 = ξ2u2を得る。
(6)(7.1.3)の一般解は u1(t) = u1(0)e

ξ1t，u2(t) = u2(0)e
ξ2tであるから，(7.1.2)の一

般解は

u(t) = u1(0)e
ξ1tp1 + u2(0)e

ξ2tp2 (7.1.9)
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と書ける。したがって，(7.1.1)の一般解は

x(t) = u1(0)e
ξ1t + u2(0)e

ξ2t (7.1.10)

である。ここで，初期条件u1(0) = π1u(0)，u2(0) = π2u(0)はx(0)，v(0)を用いて，

u1(0) =
ξ2

ξ2 − ξ1
x(0)− 1

ξ2 − ξ1
v(0) u2(0) = −

ξ1
ξ2 − ξ1

x(0) +
1

ξ2 − ξ1
v(0)

(7.1.11)

によって与えられる。なお，A = u1(0)+u2(0)，B = i(u1(0)−u2(0))，A′ = u1(0)，
B′ = u2(0)とおくと，

x(t) =

{
Ae−γt cos

√
ω2
0 − γ2 t+Be−γt sin

√
ω2
0 − γ2 t (ω0 > γのとき)

A′e−γt−
√
γ2−ω2

0 t +B′e−γt+
√
γ2−ω2

0 t (ω0 < γのとき)
(7.1.12)

と表せる。

7.1.2 2次元調和振動子
例題 2. xy平面上で運動する質量mの粒子を考える。粒子は等高線図として示し
たポテンシャル

V (r) =
k

2
x2 + k′xy +

k

2
y2 =

1

2
r†Kr r =

[
x

y

]
K =

[
k k′

k′ k

]
(7.1.13)

の下で運動する。ここで，r = r(t)は時刻 tにおける粒子の位置ベクトルであり，
また，k，k′は k > k′を満たす正の実数である。この
とき，粒子の運動は連立微分方程式{

mẍ = −kx− k′y
mÿ = −k′x− ky

(7.1.14)

によって記述される。あるいは，(7.1.14)はエルミー
ト行列Aを用いて

r̈ = Ar A = − 1

m
K =

[
− k
m
−k′

m

−k′

m
− k
m

]
(7.1.15)

と表せる。以下の問いに答えよ。
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(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1r，q2 = p†

2r，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，q1，q2は

q̈1 = −ω2
1q1 q̈2 = −ω2

2q2 (7.1.16)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.14)の一般解を求めよ。

(5) V (r)は

V (r) =
1

2
mω2

1q
2
1 +

1

2
mω2

2q
2
2 (7.1.17)

と表せることを示せ2。

[ 解答 ]

(1)|A− λI2| = (λ+ k
m
)2 − (k

′

m
)2 = (λ+ k+k′

m
)(λ+ k−k′

m
) = 0より，

λ1 = −
k + k′

m
λ2 = −

k − k′

m
(7.1.18)

である。λ = λ1のとき，[
k′

m
−k′

m

−k′

m
k′

m

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p1 =

1√
2

[
1

1

]
(7.1.19)

ととれる。λ = λ2のとき，[
−k′

m
−k′

m

−k′

m
−k′

m

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p2 =

1√
2

[
−1
1

]
(7.1.20)

ととれる。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.21)

22次形式 V (r)を (7.1.13)のように異なる変数の積 xyを含む形から (7.1.17)のように異なる変
数の積 q1q2 を含まない形に変換したものを 2次形式の標準形といいます。2次形式の標準形を求
める問題を主軸問題，2次形式を標準形として表すための q1軸や q2軸のような新しい座標軸を主
軸といいます。
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となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および q1 = p†

1r，q2 = p†
2r より r = I2r =

p1p
†
1r+p2p

†
2r = q1p1+ q2p2であるから，r̈ = q̈1p1+ q̈2p2と表せる。一方，Aのス

ペクトル分解 (7.1.21)を用いるとAr = λ1p1p
†
1r+λ2p2p

†
2r = λ1q1p1+λ2q2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈q1 = λ1q1 = −ω2
1q1，

q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2を得る。

(4)(7.1.16)の一般解は q1(t) = q1(0) cosω1t +
q̇1(0)
ω1

sinω1t，q2(t) = q2(0) cosω2t +
q̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.1.15)の一般解は
r(t) = q1(t)p1 + q2(t)p2 (7.1.22)

と書ける。したがって，(7.1.14)の一般解は{
x(t) = 1√

2
(q1(t)− q2(t))

y(t) = 1√
2
(q1(t) + q2(t))

(7.1.23)

である。初期条件 q1(0) = p†
1r(0)，q2(0) = p†

2r(0)，q̇1(0) = p†
1ṙ(0)，q̇2(0) = p†

2ṙ(0)

は x(0)，y(0)，ẋ(0)，ẏ(0)を用いて，

q1(0) =
1√
2
(x(0) + y(0)) q2(0) =

1√
2
(−x(0) + y(0))

q̇1(0) =
1√
2
(ẋ(0) + ẏ(0)) q̇2(0) =

1√
2
(−ẋ(0) + ẏ(0))

(7.1.24)

によって与えられる。
(5)Aのスペクトル分解 (7.1.21)を用いると r†Kr = −mr†Ar = −mr†(λ1p1p

†
1 +

λ2p2p
†
2)r = mω2

1r
†p1p

†
1r+mω

2
2r

†p2p
†
2rと書ける。したがって，q1 = p†

1r，q2 = p†
2r

は実数であるから，
V (r) =

1

2
r†Kr =

1

2
mω2

1q
2
1 +

1

2
mω2

2q
2
2 (7.1.25)

と表せる。

7.1.3 2粒子系の連成振動 (同じ質量の場合)

例題 3. 図のように同じ質量mの粒子 1，2がばね定数 kと k′の 2種類のばねで連
結された系の連成振動を考える。この系のラグランジアン Lは

L =
1

2
mẋ21 +

1

2
mẋ22 −

1

2
k′x21 −

1

2
k(x1 − x2)2 −

1

2
k′x22

=
1

2
mẋ†ẋ− 1

2
x†Kx x =

[
x1
x2

]
K =

[
k + k′ −k
−k k + k′

]
(7.1.26)
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である。ここで，x1 = x1(t)，x2 = x2(t)は時刻 tにおける粒子 1，2の平衡位置か
らの変位である。このとき，粒子の運動は連立微分方程式{

mẍ1 = −(k + k′)x1 + kx2

mẍ2 = kx1 − (k + k′)x2
(7.1.27)

によって記述される。あるいは，(7.1.27)はエルミー
ト行列Aを用いて

ẍ = Ax A = − 1

m
K =

[
−k+k′

m
k
m

k
m

−k+k′

m

]
(7.1.28)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1x，q2 = p†

2x，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，q1，q2は

q̈1 = −ω2
1q1 q̈2 = −ω2

2q2 (7.1.29)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.27)の一般解を求めよ。

(5) Lは

L =
1

2
mq̇21 −

1

2
mω2

1q
2
1 +

1

2
mq̇22 −

1

2
mω2

2q
2
2 (7.1.30)

と表せることを示せ。

[ 解答 ]

(1)|A− λI2| = (λ+ k+k′

m
)2 − ( k

m
)2 = (λ+ k′

m
)(λ+ 2k+k′

m
) = 0より，

λ1 = −
k′

m
λ2 = −

2k + k′

m
(7.1.31)

である。λ = λ1のとき，[
− k
m

k
m

k
m
− k
m

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p1 =

1√
2

[
1

1

]
(7.1.32)
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ととれる。λ = λ2のとき，[
k
m

k
m

k
m

k
m

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p2 =

1√
2

[
−1
1

]
(7.1.33)

ととれる。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は
A = λ1p1p

†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.34)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および q1 = p†

1x，q2 = p†
2xより x = I2x =

p1p
†
1x+p2p

†
2x = q1p1+q2p2であるから，̈x = q̈1p1+q̈2p2と表せる。一方，Aのスペ

クトル分解 (7.1.34)を用いるとAx = λ1p1p
†
1x+λ2p2p

†
2x = λ1q1p1+λ2q2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈q1 = λ1q1 = −ω2
1q1，

q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2を得る。

(4)(7.1.29)の一般解は q1(t) = q1(0) cosω1t +
q̇1(0)
ω1

sinω1t，q2(t) = q2(0) cosω2t +
q̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.1.28)の一般解は
x(t) = q1(t)p1 + q2(t)p2 (7.1.35)

と書ける。したがって，(7.1.27)の一般解は{
x1(t) =

1√
2
(q1(t)− q2(t))

x2(t) =
1√
2
(q1(t) + q2(t))

(7.1.36)

である。初期条件 q1(0) = p†
1x(0)，q2(0) = p†

2x(0)，q̇1(0) = p†
1ẋ(0)，q̇2(0) = p†

2ẋ(0)

は x1(0)，x2(0)，ẋ1(0)，ẋ2(0)を用いて，

q1(0) =
1√
2
(x1(0) + x2(0)) q2(0) =

1√
2
(−x1(0) + x2(0))

q̇1(0) =
1√
2
(ẋ1(0) + ẋ2(0)) q̇2(0) =

1√
2
(−ẋ1(0) + ẋ2(0))

(7.1.37)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I2 = p1p

†
1+p2p

†
2を用いると ẋ†ẋ = ẋ†I2ẋ = ẋ†p1p

†
1ẋ+ ẋ†p2p

†
2ẋ =

q̇21+q̇
2
2と書ける。また，Aのスペクトル分解 (7.1.34)を用いるとx†Kx = −mx†Ax =

−mx†(λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2)x = mω2

1x
†p1p

†
1x+mω2

2x
†p2p

†
2x = mω2

1q
2
1 +mω2

2q
2
2と書

ける。したがって，
L =

1

2
mẋ†ẋ− 1

2
x†Kx =

1

2
mq̇21 −

1

2
mω2

1q
2
1 +

1

2
mq̇22 −

1

2
mω2

2q
2
2 (7.1.38)

と表せる。
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7.1.4 2粒子系の連成振動 (異なる質量の場合)

例題 4. 図のように質量m1，m2の粒子 1，2がばね定数 kと k′の 2種類のばねで
連結された系の連成振動を考える。この系のラグランジアン Lは

L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 −

1

2
k′x21 −

1

2
k(x1 − x2)2 −

1

2
k′x22

=
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx x =

[
x1
x2

]
M =

[
m1 0

0 m2

]
K =

[
k + k′ −k
−k k + k′

]
(7.1.39)

である。ここで，x1 = x1(t)，x2 = x2(t)は時刻 tにおける粒子 1，2の平衡位置か
らの変位である。このとき，粒子の運動は連立微分方程式{

m1ẍ1 = −(k + k′)x1 + kx2

m2ẍ2 = kx1 − (k + k′)x2
(7.1.40)

によって記述される。あるいは，(7.1.40)はξ =
√
Mx

とエルミート行列Aを用いて

ξ̈ = Aξ ξ =

[
ξ1
ξ2

]
=

[√
m1x1√
m2x2

]
√
M =

[√
m1 0

0
√
m2

]
A = − 1√

M
K

1√
M

=

[
−k+k′

m1

k√
m1m2

k√
m1m2

−k+k′

m2

] (7.1.41)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1ξ，q2 = p†

2ξ，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，q1，q2は

q̈1 = −ω2
1q1 q̈2 = −ω2

2q2 (7.1.42)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.40)の一般解を求めよ。
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(5) Lは

L =
1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 (7.1.43)

と表せることを示せ。

[ 解答 ]

(1)2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル (3.3.61)を用いると，δ =

−k+k′

2
( 1
m1
− 1

m2
)，∆ =

√
δ2 + k2

m1m2
として，

λ1 = −
(
k + k′

2

(
1

m1

+
1

m2

)
−∆

)
λ2 = −

(
k + k′

2

(
1

m1

+
1

m2

)
+∆

)
(7.1.44)

である。固有値 λ1，λ2に属する固有ベクトル p1，p2は

p1 =

[
u

v

]
p2 =

[
−v
u

]
(7.1.45)

ととれる。ここで，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
(7.1.46)

である。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.47)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および q1 = p†

1ξ，q2 = p†
2ξ より ξ = I2ξ =

p1p
†
1ξ+p2p

†
2ξ = q1p1+ q2p2であるから，ξ̈ = q̈1p1+ q̈2p2と表せる。一方，Aのス

ペクトル分解 (7.1.47)を用いるとAξ = λ1p1p
†
1ξ+λ2p2p

†
2ξ = λ1q1p1+λ2q2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈q1 = λ1q1 = −ω2
1q1，

q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2を得る。

(4)(7.1.42)の一般解は q1(t) = q1(0) cosω1t +
q̇1(0)
ω1

sinω1t，q2(t) = q2(0) cosω2t +
q̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.1.41)の一般解は

x(t) =
1√
M

(q1(t)p1 + q2(t)p2) (7.1.48)
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と書ける。したがって，(7.1.40)の一般解はx1(t) = 1√
m1

(uq1(t)− vq2(t))
x2(t) =

1√
m2

(vq1(t) + uq2(t))
(7.1.49)

である。初期条件 q1(0) = p†
1ξ(0)，q2(0) = p†

2ξ(0)，q̇1(0) = p†
1ξ̇(0)，q̇2(0) = p†

2ξ̇(0)

は x1(0)，x2(0)，ẋ1(0)，ẋ2(0)を用いて，

q1(0) = u
√
m1x1(0) + v

√
m2x2(0) q2(0) = −v

√
m1x1(0) + u

√
m2x2(0)

q̇1(0) = u
√
m1ẋ1(0) + v

√
m2ẋ2(0) q̇2(0) = −v

√
m1ẋ1(0) + u

√
m2ẋ2(0)

(7.1.50)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2を用いると ẋ†M ẋ = ξ̇†ξ̇ = ξ̇†I2ξ̇ = ξ̇†p1p

†
1ξ̇ +

ξ̇†p2p
†
2ξ̇ = q̇21+q̇

2
2と書ける。また，Aのスペクトル分解 (7.1.47)を用いるとx†Kx =

−ξ†Aξ = −ξ†(λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2)ξ = ω2

1ξ
†p1p

†
1ξ + ω2

2ξ
†p2p

†
2ξ = ω2

1q
2
1 + ω2

2q
2
2 と書

ける。したがって，

L =
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx =

1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 (7.1.51)

と表せる。

7.1.5 2重振り子 (変位を座標とする場合)

例題 5. 図のように質量m1，m2の粒子 1，2が長さ l1，l2の軽い棒で連結された
2重振り子の連成振動を考える。この系のラグランジアン Lは

L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 −

1

2
(m1 +m2)

g

l1
x21 −

1

2
m2

g

l2
(x1 − x2)2

=
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx x =

[
x1
x2

]

M =

[
m1 0

0 m2

]
K =

[
(m1 +m2)

g
l1
+m2

g
l2
−m2

g
l2

−m2
g
l2

m2
g
l2

] (7.1.52)

248



である。ここで，x1 = x1(t)，x2 = x2(t)は時刻 tに
おける粒子 1，2の平衡位置からの変位である。この
とき，粒子の運動は連立微分方程式{

m1ẍ1 = −((m1 +m2)
g
l1
+m2

g
l2
)x1 +m2

g
l2
x2

m2ẍ2 = m2
g
l2
x1 −m2

g
l2
x2

(7.1.53)

によって記述される。あるいは，(7.1.53)はξ =
√
Mx

とエルミート行列Aを用いて

ξ̈ = Aξ ξ =

[
ξ1
ξ2

]
=

[√
m1x1√
m2x2

]
√
M =

[√
m1 0

0
√
m2

]

A = − 1√
M
K

1√
M

=
g

l1

−(1 + m2

m1
)− m2

m1

l1
l2

√
m2

m1

l1
l2√

m2

m1

l1
l2

− l1
l2

 (7.1.54)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1ξ，q2 = p†

2ξ，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，q1，q2は

q̈1 = −ω2
1q1 q̈2 = −ω2

2q2 (7.1.55)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.53)の一般解を求めよ。

(5) Lは

L =
1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 (7.1.56)

と表せることを示せ。

[ 解答 ]

(1)2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル (3.3.61)を用いると，δ =
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−1
2
((1 + m2

m1
)− (1− m2

m1
) l1
l2
)，∆ =

√
δ2 + m2

m1
( l1
l2
)2として，

λ1 = −
g

l1

(
1

2

(
1 +

m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
−∆

)

= − g

2l1

(1 + m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
−

√√√√(1 + m2

m1

)((
1− l1

l2

)2

+
m2

m1

(
1 +

l1
l2

)2
)

λ2 = −
g

l1

(
1

2

(
1 +

m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
+∆

)

= − g

2l1

(1 + m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
+

√√√√(1 + m2

m1

)((
1− l1

l2

)2

+
m2

m1

(
1 +

l1
l2

)2
)

(7.1.57)

である。固有値 λ1，λ2に属する固有ベクトル p1，p2は

p1 =

[
u

v

]
p2 =

[
−v
u

]
(7.1.58)

ととれる。ここで，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
(7.1.59)

である。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.60)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および q1 = p†

1ξ，q2 = p†
2ξ より ξ = I2ξ =

p1p
†
1ξ+p2p

†
2ξ = q1p1+ q2p2であるから，ξ̈ = q̈1p1+ q̈2p2と表せる。一方，Aのス

ペクトル分解 (7.1.60)を用いるとAξ = λ1p1p
†
1ξ+λ2p2p

†
2ξ = λ1q1p1+λ2q2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈q1 = λ1q1 = −ω2
1q1，

q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2を得る。

(4)(7.1.55)の一般解は q1(t) = q1(0) cosω1t +
q̇1(0)
ω1

sinω1t，q2(t) = q2(0) cosω2t +
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q̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.1.54)の一般解は

x(t) =
1√
M

(q1(t)p1 + q2(t)p2) (7.1.61)

と書ける。したがって，(7.1.53)の一般解はx1(t) = 1√
m1

(uq1(t)− vq2(t))
x2(t) =

1√
m2

(vq1(t) + uq2(t))
(7.1.62)

である。初期条件 q1(0) = p†
1ξ(0)，q2(0) = p†

2ξ(0)，q̇1(0) = p†
1ξ̇(0)，q̇2(0) = p†

2ξ̇(0)

は x1(0)，x2(0)，ẋ1(0)，ẋ2(0)を用いて，
q1(0) = u

√
m1x1(0) + v

√
m2x2(0) q2(0) = −v

√
m1x1(0) + u

√
m2x2(0)

q̇1(0) = u
√
m1ẋ1(0) + v

√
m2ẋ2(0) q̇2(0) = −v

√
m1ẋ1(0) + u

√
m2ẋ2(0)

(7.1.63)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2を用いると ẋ†M ẋ = ξ̇†ξ̇ = ξ̇†I2ξ̇ = ξ̇†p1p

†
1ξ̇ +

ξ̇†p2p
†
2ξ̇ = q̇21+q̇

2
2と書ける。また，Aのスペクトル分解 (7.1.60)を用いるとx†Kx =

−ξ†Aξ = −ξ†(λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2)ξ = ω2

1ξ
†p1p

†
1ξ + ω2

2ξ
†p2p

†
2ξ = ω2

1q
2
1 + ω2

2q
2
2 と書

ける。したがって，

L =
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx =

1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 (7.1.64)

と表せる。

7.1.6 2重振り子 (角を座標とする場合)

例題 6. 図のように質量m1，m2の粒子 1，2が長さ l1，l2の軽い棒で連結された
2重振り子の連成振動を考える。この系のラグランジアン Lは

L =
1

2
(m1 +m2)l

2
1θ̇

2
1 +m2l1l2θ̇1θ̇2 +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2 −

1

2
(m1 +m2)gl1θ

2
1 −

1

2
m2gl2θ

2
2

=
1

2
θ̇†M θ̇ − 1

2
θ†Kθ θ =

[
θ1
θ2

]

M =

[
(m1 +m2)l

2
1 m2l1l2

m2l1l2 m2l
2
2

]
K =

[
(m1 +m2)gl1 0

0 m2gl2

]
(7.1.65)

251



である。ここで，θ1 = θ1(t)，θ2 = θ2(t)は時刻 tにお
ける粒子 1，2の平衡位置からの変位である。このと
き，粒子の運動は連立微分方程式{

(m1 +m2)l
2
1θ̈1 +m2l1l2θ̈2 = −(m1 +m2)gl1θ1

m2l1l2θ̈1 +m2l
2
2θ̈2 = −m2gl2θ2

(7.1.66)

によって記述される。あるいは，(7.1.66)はϕ =
√
Kθ

とエルミート行列Aを用いて

ϕ̈ = Aϕ ϕ =

[
ϕ1

ϕ2

]
=

[√
(m1 +m2)gl1θ1√

m2gl2θ2

]
√
K =

[√
(m1 +m2)gl1 0

0
√
m2gl2

]

A = −
√
KM−1

√
K =

g

l1

(
1 +

m2

m1

) −1
√

l1/l2
1+m1/m2√

l1/l2
1+m1/m2

−l1/l2


(7.1.67)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1ϕ，q2 = p†

2ϕ，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，q1，q2は

q̈1 = −ω2
1q1 q̈2 = −ω2

2q2 (7.1.68)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.66)の一般解を求めよ。

(5) Lは

L =
1

2

q̇21
ω2
1

− 1

2
q21 +

1

2

q̇22
ω2
2

− 1

2
q22 (7.1.69)

と表せることを示せ。
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[ 解答 ]

(1)2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル (3.3.61)を用いると，δ =

−1
2
(1− l1

l2
)，∆ =

√
δ2 + l1/l2

1+m1/m2
として，

λ1 = −
g

l1

(
1 +

m2

m1

)(
1

2

(
1 +

l1
l2

)
−∆

)

= − g

2l1

(1 + m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
−

√√√√(1 + m2

m1

)((
1− l1

l2

)2

+
m2

m1

(
1 +

l1
l2

)2
)

λ2 = −
g

l1

(
1 +

m2

m1

)(
1

2

(
1 +

l1
l2

)
+∆

)

= − g

2l1

(1 + m2

m1

)(
1 +

l1
l2

)
+

√√√√(1 + m2

m1

)((
1− l1

l2

)2

+
m2

m1

(
1 +

l1
l2

)2
)

(7.1.70)

である。固有値 λ1，λ2に属する固有ベクトル p1，p2は

p1 =

[
u

v

]
p2 =

[
−v
u

]
(7.1.71)

ととれる。ここで，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
(7.1.72)

である。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.73)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および q1 = p†

1ϕ，q2 = p†
2ϕより ϕ = I2ϕ =

p1p
†
1ϕ+p2p

†
2ϕ = q1p1+q2p2であるから，̈ϕ = q̈1p1+q̈2p2と表せる。一方，Aのスペ

クトル分解 (7.1.73)を用いるとAϕ = λ1p1p
†
1ϕ+λ2p2p

†
2ϕ = λ1q1p1+λ2q2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈q1 = λ1q1 = −ω2
1q1，
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q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2を得る。

(4)(7.1.68)の一般解は q1(t) = q1(0) cosω1t +
q̇1(0)
ω1

sinω1t，q2(t) = q2(0) cosω2t +
q̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.1.67)の一般解は

θ(t) =
1√
K

(q1(t)p1 + q2(t)p2) (7.1.74)

と書ける。したがって，(7.1.66)の一般解はθ1(t) =
1√

(m1+m2)gl1
(uq1(t)− vq2(t))

θ2(t) =
1√

m2gl2
(vq1(t) + uq2(t))

(7.1.75)

である。初期条件 q1(0) = p†
1ϕ(0)，q2(0) = p†

2ϕ(0)，̇q1(0) = p†
1ϕ̇(0)，̇q2(0) = p†

2ϕ̇(0)

は θ1(0)，θ2(0)，θ̇1(0)，θ̇2(0)を用いて，

q1(0) = u
√

(m1 +m2)gl1θ1(0) + v
√
m2gl2θ2(0)

q2(0) = −v
√

(m1 +m2)gl1θ1(0) + u
√
m2gl2θ2(0)

q̇1(0) = u
√
(m1 +m2)gl1θ̇1(0) + v

√
m2gl2θ̇2(0)

q̇2(0) = −v
√

(m1 +m2)gl1θ̇1(0) + u
√
m2gl2θ̇2(0)

(7.1.76)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2を用いると θ†Kθ = ϕ†ϕ = ϕ†I2ϕ = ϕ†p1p

†
1ϕ +

ϕ†p2p
†
2ϕ = q21+q

2
2と書ける。また，Aのスペクトル分解 (7.1.73)を用いると θ̇†M θ̇ =

−ϕ̇†A−1ϕ̇ = −ϕ̇†( 1
λ1
p1p

†
1 +

1
λ2
p2p

†
2)ϕ̇ = 1

ω2
1
ϕ̇†p1p

†
1ϕ̇ + 1

ω2
2
ϕ̇†p2p

†
2ϕ̇ = 1

ω2
1
q̇21 +

1
ω2
2
q̇22

と書ける。したがって，

L =
1

2
θ̇†M θ̇ − 1

2
θ†Kθ =

1

2

q̇21
ω2
1

− 1

2
q21 +

1

2

q̇22
ω2
2

− 1

2
q22 (7.1.77)

と表せる。

7.1.7 CO2分子の伸縮振動
例題 7. 図のように質量mの原子 1，3(酸素原子)および質量m′の原子 2(炭素原
子)がばね定数 kと k′の 2種類のばねで連結された系の連成振動を考える。この系
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のラグランジアン Lは
L =

1

2
mẋ21 +

1

2
m′ẋ22 +

1

2
mẋ23 −

1

2
k(x1 − x2)2 −

1

2
k(x2 − x3)2 −

1

2
k′(x1 − x3)2

=
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx

x =

x1x2
x3

 M =

m 0 0

0 m′ 0

0 0 m

 K =

k + k′ −k −k′

−k 2k −k
−k′ −k k + k′


(7.1.78)

である。ここで，x1 = x1(t)，x2 = x2(t)，x3 = x3(t)は時刻 tにおける原子 1，2，
3の平衡位置からの分子軸に平行な方向への変位である。このとき，原子の運動は
連立微分方程式

mẍ1 = −(k + k′)x1 + kx2 + k′x3

m′ẍ2 = kx1 − 2kx2 + kx3

mẍ3 = k′x1 + kx2 − (k + k′)x3

(7.1.79)

によって記述される。あるいは，(7.1.79)はξ =
√
Mx

とエルミート行列Aを用いて

ξ̈ = Aξ ξ =

ξ1ξ2
ξ3

 =


√
mx1√
m′x2√
mx3


√
M =


√
m 0 0

0
√
m′ 0

0 0
√
m

 A = − 1√
M
K

1√
M

=

−
k+k′

m
k√
mm′

k′

m
k√
mm′ − 2k

m′
k√
mm′

k′

m
k√
mm′ −k+k′

m


(7.1.80)

と表せる。以下の問いに答えよ。
(1) Aの固有値λ1，λ2，λ3および正規化された固有ベクトルp1，p2，p3を求めよ。
(2) Aのスペクトル分解を求めよ。
(3) q1 = p†

1ξ，q2 = p†
2ξ，q3 = p†

3ξ，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2，ω3 =

√
−λ3とお

くと，q1，q2，q3は
q̈1 = −ω2

1q1 q̈2 = −ω2
2q2 q̈3 = −ω2

3q3 (7.1.81)

を満たすことを示せ。
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(4) (7.1.79)の一般解を求めよ。

(5) Lは

L =
1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 +

1

2
q̇23 −

1

2
ω2
3q

2
3 (7.1.82)

と表せることを示せ。

[ 解答 ]

(1)|A− λI3| = −λ(λ+ k+2k′

m
)(λ+ k

m
+ 2k

m′ ) = 0より，

λ1 = 0 λ2 = −
k + 2k′

m
λ3 = −

(
k

m
+

2k

m′

)
(7.1.83)

である。λ = λ1のとき，−
k+k′

m
k√
mm′

k′

m
k√
mm′ − 2k

m′
k√
mm′

k′

m
k√
mm′ −k+k′

m


c1c2
c3

 =

00
0

 ⇒ p1 =
1√

2m+m′


√
m√
m′
√
m

 (7.1.84)

ととれる。λ = λ2のとき，
k′

m
k√
mm′

k′

m
k√
mm′ − 2k

m′ +
k+2k′

m
k√
mm′

k′

m
k√
mm′

k′

m


c1c2
c3

 =

00
0

 ⇒ p2 =
1√
2

−10
1

 (7.1.85)

ととれる。λ = λ3のとき，
2k
m′ − k′

m
k√
mm′

k′

m
k√
mm′

k
m

k√
mm′

k′

m
k√
mm′

2k
m′ − k′

m


c1c2
c3

 =

00
0

 ⇒ p3 =
1√

4m+ 2m′


√
m′

−2
√
m√

m′


(7.1.86)

ととれる。
(2){p1,p2,p3}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2,p

†
3}である。し

たがって，λ1，λ2，λ3，p1，p2，p3を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 + λ3p3p

†
3 (7.1.87)

となる。
(3)完全性関係 I3 = p1p

†
1 + p2p

†
2 + p3p

†
3および q1 = p†

1ξ，q2 = p†
2ξ，q3 = p†

3ξ
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より ξ = I3ξ = p1p
†
1ξ + p2p

†
2ξ + p3p

†
3ξ = q1p1 + q2p2 + q3p3であるから，ξ̈ =

q̈1p1 + q̈2p2 + q̈3p3と表せる。一方，Aのスペクトル分解 (7.1.87)を用いるとAξ =

λ1p1p
†
1ξ + λ2p2p

†
2ξ + λ3p3p

†
3ξ = λ1q1p1 + λ2q2p2 + λ3q3p3と表せる。したがっ

て，これらの p1，p2，p3の係数を比較することにより，q̈1 = λ1q1 = −ω2
1q1，q̈2 =

λ2q2 = −ω2
2q2，q̈3 = λ3q3 = −ω2

3q3を得る。
(4)(7.1.81)の一般解は，ω1 = 0より q1(t) = q1(0) + q̇1(0)t，q2(t) = q2(0) cosω2t+
q̇2(0)
ω2

sinω2t，q3(t) = q3(0) cosω3t+
q̇3(0)
ω3

sinω3tであるから，(7.1.80)の一般解は

x(t) =
1√
M

(q1(t)p1 + q2(t)p2 + q3(t)p3) (7.1.88)

と書ける。したがって，(7.1.79)の一般解は
x1(t) =

1√
m
(
√

m
2m+m′ q1(t)− 1√

2
q2(t) +

√
m′

4m+2m′ q3(t))

x2(t) =
1√
m′ (
√

m′

2m+m′ q1(t)− 2
√

m
4m+2m′ q3(t))

x3(t) =
1√
m
(
√

m
2m+m′ q1(t) +

1√
2
q2(t) +

√
m′

4m+2m′ q3(t))

(7.1.89)

である。初期条件 q1(0) = p†
1ξ(0)，q2(0) = p†

2ξ(0)，q3(0) = p†
3ξ(0)，q̇1(0) = p†

1ξ̇(0)，
q̇2(0) = p†

2ξ̇(0)，q̇3(0) = p†
3ξ̇(0)は x1(0)，x2(0)，x3(0)，ẋ1(0)，ẋ2(0)，ẋ3(0)を用

いて，

q1(0) =
1√

2m+m′
(mx1(0) +m′x2(0) +mx3(0))

q2(0) =
1√
2
(−
√
mx1(0) +

√
mx3(0)

q3(0) =
1√

4m+ 2m′
(
√
mm′x1(0)− 2

√
mm′x2(0) +

√
mm′x3(0))

q̇1(0) =
1√

2m+m′
(mẋ1(0) +m′ẋ2(0) +mẋ3(0))

q̇2(0) =
1√
2
(−
√
mẋ1(0) +

√
mẋ3(0)

q̇3(0) =
1√

4m+ 2m′
(
√
mm′ẋ1(0)− 2

√
mm′ẋ2(0) +

√
mm′ẋ3(0))

(7.1.90)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I3 = p1p

†
1 + p2p

†
2 + p3p

†
3 を用いると ẋ†M ẋ = ξ̇†ξ̇ = ξ̇†I3ξ̇ =

ξ̇†p1p
†
1ξ̇ + ξ̇†p2p

†
2ξ̇ + ξ̇†p3p

†
3ξ̇ = q̇21 + q̇22 + q̇23 と書ける。また，Aのスペクトル
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分解 (7.1.87)を用いると x†Kx = −ξ†Aξ = −ξ†(λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 + λ3p3p

†
3)ξ =

ω2
1ξ

†p1p
†
1ξ+ω

2
2ξ

†p2p
†
2ξ+ω

2
3ξ

†p3p
†
3ξ = ω2

1q
2
1 +ω

2
2q

2
2 +ω

2
3q

2
3と書ける。したがって，

L =
1

2
ẋ†M ẋ− 1

2
x†Kx =

1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 +

1

2
q̇23 −

1

2
ω2
3q

2
3 (7.1.91)

と表せる。

7.1.8 CO2分子の変角振動
例題 8. 図のように質量mの原子 1，3(酸素原子)および質量m′の原子 2(炭素原
子)が連結された系の屈曲に関する連成振動を考える。屈曲 δ = −y1 + 2y2 − y3に
対する復元力がばね定数 kのばねで表されるとすると，この系のラグランジアンL

は

L =
1

2
mẏ21 +

1

2
m′ẏ22 +

1

2
mẏ23 −

1

2
k(−y1 + 2y2 − y3)2

=
1

2
ẏ†M ẏ − 1

2
y†Ky

y =

y1y2
y3

 M =

m 0 0

0 m′ 0

0 0 m

 K =

 k −2k k

−2k 4k −2k
k −2k k


(7.1.92)

である。ここで，y1 = y1(t)，y2 = y2(t)，y3 = y3(t)は時刻 tにおける原子 1，2，3

の平衡位置からの分子軸に垂直な方向への変位であり，y1，y2，y3の互いの差は原
子間の距離に比べて十分小さいとする。このとき，原子の運動は連立微分方程式
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mÿ1 = −ky1 + 2ky2 − ky3
m′ÿ2 = 2ky1 − 4ky2 + 2ky3

mÿ3 = −ky1 + 2ky2 − ky3

(7.1.93)

によって記述される。あるいは，(7.1.93)はη =
√
My

とエルミート行列Aを用いて

η̈ = Aη η =

η1η2
η3

 =


√
my1√
m′y2√
my3


√
M =


√
m 0 0

0
√
m′ 0

0 0
√
m

 A = − 1√
M
K

1√
M

=

 −
k
m

2k√
mm′ − k

m
2k√
mm′ − 4k

m′
2k√
mm′

− k
m

2k√
mm′ − k

m


(7.1.94)

と表せる。以下の問いに答えよ。
(1) Aの固有値λ1，λ2，λ3および正規化された固有ベクトルp1，p2，p3を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) q1 = p†
1η，q2 = p†

2η，q3 = p†
3η，ω1 =

√
−λ1，ω2 =

√
−λ2，ω3 =

√
−λ3と

おくと，q1，q2，q3は
q̈1 = −ω2

1q1 q̈2 = −ω2
2q2 q̈3 = −ω2

3q3 (7.1.95)

を満たすことを示せ。

(4) (7.1.93)の一般解を求めよ。

(5) Lは

L =
1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 +

1

2
q̇23 −

1

2
ω2
3q

2
3 (7.1.96)

と表せることを示せ。

[ 解答 ]

(1)|A− λI3| = −λ2(λ+ 2k
m

+ 4k
m′ ) = 0より，

λ1 = 0 λ2 = 0 λ3 = −
(
2k

m
+

4k

m′

)
(7.1.97)

259



である。λ = λ1, λ2のとき， −
k
m

2k√
mm′ − k

m
2k√
mm′ − 4k

m′
2k√
mm′

− k
m

2k√
mm′ − k

m


c1c2
c3

 =

00
0

 ⇒ p1 =
1√

2m+m′


√
m√
m′
√
m

 p2 =
1√
2

−10
1


(7.1.98)

ととれる。λ = λ3のとき，
k
m
+ 4k

m′
2k√
mm′ − k

m
2k√
mm′

2k
m

2k√
mm′

− k
m

2k√
mm′

k
m
+ 4k

m′


c1c2
c3

 =

00
0

 ⇒ p3 =
1√

4m+ 2m′


√
m′

−2
√
m√

m′


(7.1.99)

ととれる。
(2){p1,p2,p3}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2,p

†
3}である。し

たがって，λ1，λ2，λ3，p1，p2，p3を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 + λ3p3p

†
3 (7.1.100)

となる。
(3)完全性関係 I3 = p1p

†
1 + p2p

†
2 + p3p

†
3および q1 = p†

1η，q2 = p†
2η，q3 = p†

3η

より η = I3η = p1p
†
1η + p2p

†
2η + p3p

†
3η = q1p1 + q2p2 + q3p3であるから，η̈ =

q̈1p1+ q̈2p2+ q̈3p3と表せる。一方，Aのスペクトル分解 (7.1.100)を用いるとAη =

λ1p1p
†
1η + λ2p2p

†
2η + λ3p3p

†
3η = λ1q1p1 + λ2q2p2 + λ3q3p3 と表せる。したが

って，これらの p1，p2，p3の係数を比較することにより，q̈1 = λ1q1 = −ω2
1q1，

q̈2 = λ2q2 = −ω2
2q2，q̈3 = λ3q3 = −ω2

3q3を得る。
(4)(7.1.95)の一般解は，ω1 = 0より q1(t) = q1(0) + q̇1(0)t，ω2 = 0より q2(t) =

q2(0) + q̇2(0)t，q3(t) = q3(0) cosω3t+
q̇3(0)
ω3

sinω3tであるから，(7.1.94)の一般解は

y(t) =
1√
M

(q1(t)p1 + q2(t)p2 + q3(t)p3) (7.1.101)

と書ける。したがって，(7.1.93)の一般解は
y1(t) =

1√
m
(
√

m
2m+m′ q1(t)− 1√

2
q2(t) +

√
m′

4m+2m′ q3(t))

y2(t) =
1√
m′ (
√

m′

2m+m′ q1(t)− 2
√

m
4m+2m′ q3(t))

y3(t) =
1√
m
(
√

m
2m+m′ q1(t) +

1√
2
q2(t) +

√
m′

4m+2m′ q3(t))

(7.1.102)
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である。初期条件q1(0) = p†
1η(0)，q2(0) = p†

2η(0)，q3(0) = p†
3η(0)，̇q1(0) = p†

1η̇(0)，
q̇2(0) = p†

2η̇(0)，q̇3(0) = p†
3η̇(0)は y1(0)，y2(0)，y3(0)，ẏ1(0)，ẏ2(0)，ẏ3(0)を用

いて，

q1(0) =
1√

2m+m′
(my1(0) +m′y2(0) +my3(0))

q2(0) =
1√
2
(−
√
my1(0) +

√
my3(0)

q3(0) =
1√

4m+ 2m′
(
√
mm′y1(0)− 2

√
mm′y2(0) +

√
mm′y3(0))

q̇1(0) =
1√

2m+m′
(mẏ1(0) +m′ẏ2(0) +mẏ3(0))

q̇2(0) =
1√
2
(−
√
mẏ1(0) +

√
mẏ3(0)

q̇3(0) =
1√

4m+ 2m′
(
√
mm′ẏ1(0)− 2

√
mm′ẏ2(0) +

√
mm′ẏ3(0))

(7.1.103)

によって与えられる。
(5)完全性関係 I3 = p1p

†
1 + p2p

†
2 + p3p

†
3 を用いると ẏ†M ẏ = η̇†η̇ = η̇†I3η̇ =

η̇†p1p
†
1η̇ + η̇†p2p

†
2η̇ + η̇†p3p

†
3η̇ = q̇21 + q̇22 + q̇23 と書ける。また，Aのスペクトル

分解 (7.1.100)を用いると y†Ky = −η†Aη = −η†(λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 + λ3p3p

†
3)η =

ω2
1η

†p1p
†
1η+ω

2
2η

†p2p
†
2η+ω

2
3η

†p3p
†
3η = ω2

1q
2
1+ω

2
2q

2
2+ω

2
3q

2
3と書ける。したがって，

L =
1

2
ẏ†M ẏ − 1

2
y†Ky =

1

2
q̇21 −

1

2
ω2
1q

2
1 +

1

2
q̇22 −

1

2
ω2
2q

2
2 +

1

2
q̇23 −

1

2
ω2
3q

2
3 (7.1.104)

と表せる。

7.1.9 1次元格子の縦波格子振動 (単位胞に1原子の場合)

例題 9. 図のような 1次元格子の縦波格子振動を周期的境界条件の下で考える。単
位胞は質量mの原子 1個からなり，単位胞の総数はN個である。隣接する原子はば
ね定数 κのばねで連結されているとする。格子定数 a，格子ベクトルR = na (n =

1, · · · , N)を用いると，この系のラグランジアン Lは

L =
∑
R

1

2
mẋ2R −

∑
R

1

2
κ(xR − xR+a)

2
(7.1.105)
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である。ここで，xR = xR(t)は単位胞Rの原子の時刻 tにおける平衡位置からの
変位である。このとき，原子の運動は連立微分方程式

mẍR = κxR−a − 2κxR + κxR+a (7.1.106)

によって記述される。あるいは，(7.1.106)はN 次元
列ベクトル xとN 次エルミート行列Aを用いて

ẍ = Ax x =
∑
R

xReR xR = e†
Rx (7.1.107)

と表せる。ここで，{eR |Rはすべての格子ベクトル }はN 次元列ベクトル空間の
標準基底である。以下の問いに答えよ。

(1) Aは

A =
∑
R

(
κ

m
eRe

†
R−a −

2κ

m
eRe

†
R +

κ

m
eRe

†
R+a

)
(7.1.108)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
R

eRe
†
R+a (7.1.109)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika 固有ベクトル：lk =
1√
N

∑
R

eikReR

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.1.110)

で与えられることを示せ。

(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.1.111)

が成り立つことを示せ。
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(5) Aの固有値 λkおよび格子振動の振動数 ωk =
√
−λkを求めよ。また，格子振

動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアンゾー
ンにとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.1.106)より，̈x =
∑

R ẍReR =
∑

R eRẍR =
∑

R eR(
κ
m
xR−a− 2κ

m
xR+

κ
m
xR+a) =∑

R eR(
κ
m
e†
R−ax− 2κ

m
e†
Rx+ κ

m
e†
R+ax) =

∑
R(

κ
m
eRe

†
R−a− 2κ

m
eRe

†
R+ κ

m
eRe

†
R+a)xと

なる。したがって，(7.1.108)が示された。
(2)U † =

∑
R eR+ae

†
Rより，UU † =

∑
R

∑
R′ eRe

†
R+aeR′+ae

†
R′ =

∑
R

∑
R′ eRδRR′e†

R′ =∑
R eRe

†
R = Iとなる。同様に U †U = Iも示せる。したがって，U † = U−1，つま

り，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，(3.3.79)の Ĉ†の
固有値・固有ベクトルを適用することにより，(7.1.110)を得る。
(4)A = κ

m
U † − 2κ

m
I + κ

m
U と書けるから，(7.1.111)は明らかに成り立つ。

(5)[U,A ] = Oより，U と Aは同時対角化可能である。U の固有値に重根はない
から，U の固有ベクトル lk は Aの固有ベクトルにもなっている。実際，Alk =

( κ
m
U † − 2κ

m
I + κ

m
U)lk = κ

m
U †lk − 2κ

m
lk +

κ
m
U lk = κ

m
e−ikalk − 2κ

m
lk +

κ
m
eikalk =

( κ
m
e−ika − 2κ

m
+ κ

m
eika)lk = (−2κ

m
+ 2κ

m
cos ka)lk = −4κ

m
sin2 ka

2
lkより，lkはAの固

有値
λk = −4κ

m
sin2 ka

2
に属する固有ベクトルである。した

がって，格子振動の振動数 ωk =
√
−λkは

ωk = 2

√
κ

m

∣∣∣∣sin ka2
∣∣∣∣ (7.1.112)

となる。格子振動のスペクトルは図のようになる。

7.1.10 1次元格子の横波格子振動 (単位胞に1原子の場合)

例題 10. 図のような 1次元格子の横波格子振動を周期的境界条件の下で考える。
単位胞は質量mの原子 1個からなり，単位胞の総数はN 個である。隣接する原子
はばね定数 κの屈曲のばねで連結されているとする。格子定数 a，格子ベクトル
R = na (n = 1, · · · , N)を用いると，この系のラグランジアン Lは

L =
∑
R

1

2
mẏ2R −

∑
R

1

2
κ(−yR−a + 2yR − yR+a)

2
(7.1.113)
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である。ここで，yR = yR(t)は単位胞Rの原子の時刻 tにおける平衡位置から変
位であり，格子に対して垂直方向に生じる。このとき，原子の運動は連立微分方
程式

mÿR = −κyR−2a + 4κyR−a − 6κyR + 4κyR+a − κyR+2a

(7.1.114)

によって記述される。あるいは，(7.1.114)はN 次元
列ベクトル yとN 次エルミート行列Aを用いて

ÿ = Ay y =
∑
R

yReR yR = e†
Ry (7.1.115)

と表せる。ここで，{eR |Rはすべての格子ベクトル }はN 次元列ベクトル空間の
標準基底である。以下の問いに答えよ。
(1) Aは

A =
∑
R

(
− κ
m
eRe

†
R−2a +

4κ

m
eRe

†
R−a −

6κ

m
eRe

†
R +

4κ

m
eRe

†
R+a −

κ

m
eRe

†
R+2a

)
(7.1.116)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を
U =

∑
R

eRe
†
R+a (7.1.117)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika 固有ベクトル：lk =
1√
N

∑
R

eikReR

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.1.118)

で与えられることを示せ。

(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.1.119)

が成り立つことを示せ。
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(5) Aの固有値 λkおよび格子振動の振動数 ωk =
√
−λkを求めよ。また，格子振

動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアンゾー
ンにとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.1.114)より，ÿ =
∑

R ÿReR =
∑

R eRÿR =
∑

R eR(− κ
m
yR−2a +

4κ
m
yR−a −

6κ
m
yR + 4κ

m
yR+a − κ

m
yR+2a) =

∑
R eR(− κ

m
e†
R−2ay + 4κ

m
e†
R−ay − 6κ

m
e†
Ry + 4κ

m
e†
R+ay −

κ
m
e†
R+2ay) =

∑
R(−

κ
m
eRe

†
R−2a +

4κ
m
eRe

†
R−a − 6κ

m
eRe

†
R + 4κ

m
eRe

†
R+a − κ

m
eRe

†
R+2a)y

となる。したがって，(7.1.116)が示された。
(2)U † =

∑
R eR+ae

†
Rより，UU † =

∑
R

∑
R′ eRe

†
R+aeR′+ae

†
R′ =

∑
R

∑
R′ eRδRR′e†

R′ =∑
R eRe

†
R = Iとなる。同様に U †U = Iも示せる。したがって，U † = U−1，つま

り，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，(3.3.79)の Ĉ†の
固有値・固有ベクトルを適用することにより，(7.1.118)を得る。
(4)A = − κ

m
U †2 + 4κ

m
U † − 6κ

m
I + 4κ

m
U − κ

m
U2と書けるから，(7.1.119)は明らかに成

り立つ。
(5)[U,A ] = Oより，U と Aは同時対角化可能である。U の固有値に重根はない
から，U の固有ベクトル lk は Aの固有ベクトルにもなっている。実際，Alk =

(− κ
m
U †2 + 4κ

m
U † − 6κ

m
I + 4κ

m
U − κ

m
U2)lk = (− κ

m
U †2lk +

4κ
m
U †lk − 6κ

m
lk +

4κ
m
U lk −

κ
m
U2lk) = (− κ

m
e−2ikalk+

4κ
m
e−ikalk− 6κ

m
lk+

4κ
m
eikalk− κ

m
e2ikalk) = (−6κ

m
+ 8κ

m
cos ka−

2κ
m
cos 2ka)lk = −4 κm(1− cos ka)2lk = −16 κm sin4 ka

2
lkより，lkはAの固有値

λk = −16 κm sin4 ka
2
に属する固有ベクトルである。し

たがって，格子振動の振動数 ωk =
√
−λkは

ωk = 4

√
κ

m
sin2 ka

2
(7.1.120)

となる。格子振動のスペクトルは図のようになる。

7.1.11 1次元格子の縦波格子振動 (単位胞に2原子の場合)

例題 11. 図のような 1次元格子の縦波格子振動を周期的境界条件の下で考える。
単位胞は質量mαの原子αと質量mβの原子 βの 2個の原子からなり，単位胞の総
数はN 個である。隣接する原子はばね定数 κのばねで連結されているとする。格
子定数 a，格子ベクトルR = na (n = 1, · · · , N)を用いると，この系のラグランジ
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アン Lは

L =
∑
R

(
1

2
mαẋ

2
αR +

1

2
mβẋ

2
βR

)
−
∑
R

(
1

2
κ(xαR − xβR)2 +

1

2
κ(xβR − xαR+a)

2

)
(7.1.121)

である。ここで，xαR = xαR(t)，xβR = xβR(t)は単位胞Rの原子α，原子 βの時刻
tにおける平衡位置からの変位である。このとき，原子の運動は連立微分方程式{

mαẍαR = κxβR−a − 2κxαR + κxβR

mβẍβR = κxαR − 2κxβR + κxαR+a

(7.1.122)

によって記述される。あるいは，(7.1.122)は 2N次元
列ベクトル ξと 2N 次エルミート行列Aを用いて

ξ̈ = Aξ ξ =
∑
R

(ξαReαR + ξβReβR) ξαR = e†
αRξ ξβR = e†

βRξ

(7.1.123)

と表せる。ここで，ξαR =
√
mαxαR，ξβR =

√
mβxβRであり，また，{eαR, eβR |Rは

すべての格子ベクトル }は 2N 次元列ベクトル空間の標準基底である。以下の問
いに答えよ。

(1) Aは

A =
∑
R

(
κ

√
mαmβ

eαRe
†
βR−a −

2κ

mα

eαRe
†
αR +

κ
√
mαmβ

eαRe
†
βR

+
κ

√
mαmβ

eβRe
†
αR −

2κ

mβ

eβRe
†
βR +

κ
√
mαmβ

eβRe
†
αR+a

)
(7.1.124)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
R

(
eαRe

†
αR+a + eβRe

†
βR+a

)
(7.1.125)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。
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(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika (重根) 固有ベクトル：
{
lαk =

1√
N

∑
R e

ikReαR

lβk =
1√
N

∑
R e

ikReβR

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.1.126)

で与えられることを示せ。

(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.1.127)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λ±kおよび格子振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，格

子振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアン
ゾーンにとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.1.122)より，ξ̈αR = κ√
mαmβ

ξβR−a − 2κ
mα
ξαR + κ√

mαmβ
ξβR，ξ̈βR = κ√

mαmβ
ξαR −

2κ
mβ
ξβR + κ√

mαmβ
ξαR+aであるから，ξ̈ =

∑
R(ξ̈αReαR + ξ̈βReβR) =

∑
R(eαRξ̈αR +

eβRξ̈βR) =
∑

R(eαR(
κ√

mαmβ
ξβR−a− 2κ

mα
ξαR+

κ√
mαmβ

ξβR)+eβR(
κ√

mαmβ
ξαR− 2κ

mβ
ξβR+

κ√
mαmβ

ξαR+a)) =
∑

R(eαR(
κ√

mαmβ
e†
βR−aξ− 2κ

mα
e†
αRξ+

κ√
mαmβ

e†
βRξ)+eβR(

κ√
mαmβ

e†
αRξ−

2κ
mβ

e†
βRξ+

κ√
mαmβ

e†
αR+aξ)) =

∑
R(

κ√
mαmβ

eαRe
†
βR−a− 2κ

mα
eαRe

†
αR+

κ√
mαmβ

eαRe
†
βR+

κ√
mαmβ

eβRe
†
αR− 2κ

mβ
eβRe

†
βR+

κ√
mαmβ

eβRe
†
αR+a)ξとなる。したがって，(7.1.124)が

示された。
(2)U † =

∑
R(eαR+ae

†
αR+eβR+ae

†
βR)より，UU † =

∑
R

∑
R′(eαRe

†
αR+a+eβRe

†
βR+a)(eαR′+ae

†
αR′+

eβR′+ae
†
βR′) =

∑
R(eαRe

†
αR + eβRe

†
βR) = Iとなる。同様に U †U = Iも示せる。し

たがって，U † = U−1，つまり，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，原子 αの副格子
と原子 βの副格子のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適
用することにより，(7.1.126)を得る。
(4)UeτRe

†
τ ′R′U † = eτR−ae

†
τ ′R′−a (τ, τ

′ = α, β)となるから，(7.1.127)は明らかに成
り立つ。
(5)[U,A ] = Oより，U と Aは同時対角化可能である。U の固有値 eikaは重根で
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あるから，2次元の部分空間Wk = span(lαk, lβk)におけるAの固有値問題を解け
ばよい。(7.1.124)を lαk，lβkに作用させるとAlαk = −

2κ
mα

lαk +
κ√

mαmβ
lβk +

κ√
mαmβ

eikalβk = − 2κ
mα

lαk +∆∗
klβk

Alβk =
κ√

mαmβ
e−ikalαk +

κ√
mαmβ

lαk − 2κ
mβ

lβk = ∆klαk − 2κ
mβ

lβk
(7.1.128)

となる。ここで，∆k =
κ√

mαmβ
(1 + e−ika)とおいた。したがって，Wkにおける正

規直交基底 {lαk, lβk}によるAの行列表現Akは

Ak =

[
− 2κ
mα

∆k

∆∗
k − 2κ

mβ

]
(7.1.129)

となる。Akの固有値は λ±k = −(κ( 1
mα

+ 1
mβ

)±
√

(κ( 1
mα
− 1

mβ
))2 + |∆k|2)である。

ここで，|∆k|2 = 4κ2

mαmβ
cos2 ka

2
である。したがって，格子振動の振動数ω±k =

√
−λ±k

は

ω±k =

√√√√
κ

(
1

mα

+
1

mβ

)
±

√(
κ

(
1

mα

− 1

mβ

))2

+
4κ2

mαmβ

cos2
ka

2
(7.1.130)

となる。mβ/mα = 2として格子振動のスペクトルを
描くと図のようになる。

7.1.12 1次元格子の横波格子振動 (単位胞に2原子の場合)

例題 12. 図のような 1次元格子の横波格子振動を周期的境界条件の下で考える。
単位胞は質量mαの原子αと質量mβの原子 βの 2個の原子からなり，単位胞の総
数はN 個である。隣接する原子はばね定数 κの屈曲のばねで連結されているとす
る。格子定数 a，格子ベクトルR = na (n = 1, · · · , N)を用いると，この系のラグ
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ランジアン Lは

L =
∑
R

(
1

2
mαẏ

2
αR +

1

2
mβ ẏ

2
βR

)
−
∑
R

(
1

2
κ(−yβR−a + 2yαR − yβR)2 +

1

2
κ(−yαR + 2yβR − yαR+a)

2

)
(7.1.131)

である。ここで，yαR = yαR(t)，yβR = yβR(t)は単位
胞Rの原子α，原子 βの時刻 tにおける平衡位置から
の変位であり，格子に対して垂直方向に生じる。この
とき，原子の運動は連立微分方程式

{
mαÿαR = −κyαR−a + 4κyβR−a − 6κyαR + 4κyβR − κyαR+a

mβ ÿβR = −κyβR−a + 4κyαR − 6κyβR + 4κyαR+a − κyβR+a

(7.1.132)

によって記述される。あるいは，(7.1.132)は 2N 次元列ベクトル ηと 2N 次エル
ミート行列Aを用いて

η̈ = Aη η =
∑
R

(ηαReαR + ηβReβR) ηαR = e†
αRη ηβR = e†

βRη

(7.1.133)

と表せる。ここで，ηαR =
√
mαyαR，ηβR =

√
mβyβRであり，また，{eαR, eβR |Rは

すべての格子ベクトル }は 2N 次元列ベクトル空間の標準基底である。以下の問
いに答えよ。
(1) Aは

A =
∑
R

(
− κ

mα

eαRe
†
αR−a +

4κ
√
mαmβ

eαRe
†
βR−a −

6κ

mα

eαRe
†
αR

+
4κ

√
mαmβ

eαRe
†
βR −

κ

mα

eαRe
†
αR+a

− κ

mβ

eβRe
†
βR−a +

4κ
√
mαmβ

eβRe
†
αR −

6κ

mβ

eβRe
†
βR

+
4κ

√
mαmβ

eβRe
†
αR+a −

κ

mβ

eβRe
†
βR+a

)
(7.1.134)

と表せることを示せ。
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(2) 並進演算子 U を

U =
∑
R

(
eαRe

†
αR+a + eβRe

†
βR+a

)
(7.1.135)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika (重根) 固有ベクトル：
{
lαk =

1√
N

∑
R e

ikReαR

lβk =
1√
N

∑
R e

ikReβR

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.1.136)

で与えられることを示せ。

(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.1.137)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λ±kおよび格子振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，格

子振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアン
ゾーンにとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.1.132)より，̈ηαR = − κ
mα
ηαR−a+

4κ√
mαmβ

ηβR−a− 6κ
mα
ηαR+

4κ√
mαmβ

ηβR− κ
mα
ηαR+a，

η̈βR = − κ
mβ
ηβR−a +

4κ√
mαmβ

ηαR − 6κ
mβ
ηβR + 4κ√

mαmβ
ηαR+a − κ

mβ
ηβR+a であるから，

η̈ =
∑

R(η̈αReαR + η̈βReβR) =
∑

R(eαRη̈αR + eβRη̈βR) =
∑

R(eαR(−
κ
mα
ηαR−a +

4κ√
mαmβ

ηβR−a − 6κ
mα
ηαR + 4κ√

mαmβ
ηβR − κ

mα
ηαR+a) + eβR(− κ

mβ
ηβR−a +

4κ√
mαmβ

ηαR −
6κ
mβ
ηβR + 4κ√

mαmβ
ηαR+a − κ

mβ
ηβR+a)) =

∑
R(eαR(−

κ
mα

e†
αR−aη + 4κ√

mαmβ
e†
βR−aη −

6κ
mα

e†
αRη+

4κ√
mαmβ

e†
βRη− κ

mα
e†
αR+aη)+eβR(− κ

mβ
e†
βR−aη+

4κ√
mαmβ

e†
αRη− 6κ

mβ
e†
βRη+

4κ√
mαmβ

e†
αR+aη− κ

mβ
e†
βR+aη)) =

∑
R(−

κ
mα

eαRe
†
αR−a+

4κ√
mαmβ

eαRe
†
βR−a− 6κ

mα
eαRe

†
αR+

4κ√
mαmβ

eαRe
†
βR− κ

mα
eαRe

†
αR+a− κ

mβ
eβRe

†
βR−a+

4κ√
mαmβ

eβRe
†
αR− 6κ

mβ
eβRe

†
βR+

4κ√
mαmβ

eβRe
†
αR+a−

κ
mβ

eβRe
†
βR+a)ηとなる。したがって，(7.1.134)が示された。

(2)U † =
∑

R(eαR+ae
†
αR+eβR+ae

†
βR)より，UU † =

∑
R

∑
R′(eαRe

†
αR+a+eβRe

†
βR+a)(eαR′+ae

†
αR′+

eβR′+ae
†
βR′) =

∑
R(eαRe

†
αR + eβRe

†
βR) = Iとなる。同様に U †U = Iも示せる。し
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たがって，U † = U−1，つまり，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，原子 αの副格子
と原子 βの副格子のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適
用することにより，(7.1.136)を得る。
(4)UeτRe

†
τ ′R′U † = eτR−ae

†
τ ′R′−a (τ, τ

′ = α, β)となるから，(7.1.137)は明らかに成
り立つ。
(5)[U,A ] = Oより，U と Aは同時対角化可能である。U の固有値 eikaは重根で
あるから，2次元の部分空間Wk = span(lαk, lβk)におけるAの固有値問題を解け
ばよい。(7.1.134)を lαk，lβkに作用させると

Alαk = − κ
mα
e−ikalαk − 6κ

mα
lαk − κ

mα
eikalαk +

4κ√
mαmβ

lβk +
4κ√
mαmβ

eikalβk

= (− 6κ
mα
− 2κ

mα
cos ka)lαk +∆∗

klβk

Alβk = − κ
mβ
e−ikalβk − 6κ

mβ
lβk − κ

mβ
eikalβk +

4κ√
mαmβ

lαk +
4κ√
mαmβ

e−ikalαk

= ∆klαk + (− 6κ
mβ
− 2κ

mβ
cos ka)lβk

(7.1.138)

となる。ここで，∆k =
4κ√
mαmβ

(1 + e−ika)とおいた。したがって，Wkにおける正
規直交基底 {lαk, lβk}によるAの行列表現Akは

Ak =

[
− 6κ
mα
− 2κ

mα
cos ka ∆k

∆∗
k − 6κ

mβ
− 2κ

mβ
cos ka

]
(7.1.139)

となる。Akの固有値はλ±k = −(κ( 1
mα

+ 1
mβ

)(3+cos ka)±
√
(κ( 1

mα
− 1

mβ
)(3 + cos ka))2 + |∆k|2)

である。ここで，|∆k|2 = 64κ2

mαmβ
cos2 ka

2
である。したがって，格子振動の振動数

ω±k =
√
−λ±kは

ω±k =

√√√√
κ

(
1

mα

+
1

mβ

)
(3 + cos ka)±

√(
κ

(
1

mα

− 1

mβ

)
(3 + cos ka)

)2

+ |∆k|2

(7.1.140)

となる。mβ/mα = 2として格子振動のスペクトルを
描くと図のようになる。
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7.1.13 2次元六方格子の面直格子振動 (単位胞に1原子の場合)

例題 13. 図のような2次元六方格子の面直格子振動を周期的境界条件の下で考える。
ただし，格子には張りを与えてあるとする。単位胞は質量mの原子1個からなり，単
位胞の総数はN個である。基本並進ベクトルa1，a2方向の単位胞の数をN1，N2と
するとN = N1N2である。隣接する原子はばね定数κのばねで連結されているとす
る。格子定数 a，格子ベクトルR = n1a1 + n2a2 (n1 = 1, · · · , N1, n2 = 1, · · · , N2)

を用いると，この系のラグランジアン Lは

L =
∑
R

1

2
mż2R

−
∑
R

(
1

2
κ(zR − zR+a1)

2 +
1

2
κ(zR − zR+a2)

2 +
1

2
κ(zR − zR+a1+a2)

2

)
(7.1.141)

である。ここで，zR = zR(t)は単位胞Rの原子の時
刻 tにおける平衡位置からの変位であり，格子に対し
て面直方向に生じる。このとき，原子の運動は連立微
分方程式

mz̈R = −6κzR + κzR−a1 + κzR−a2 + κzR−a1−a2

+ κzR+a1 + κzR+a2 + κzR+a1+a2

(7.1.142)

によって記述される。あるいは，(7.1.142)はN次元列ベクトル zとN次エルミー
ト行列Aを用いて

z̈ = Az z =
∑
R

zReR zR = e†
Rz (7.1.143)

と表せる。ここで，{eR |Rはすべての格子ベクトル }はN次元列ベクトル空間の
標準基底である。以下の問いに答えよ。
(1) Aは

A =
∑
R

(
− 6κ

m
eRe

†
R +

κ

m
eRe

†
R−a1

+
κ

m
eRe

†
R−a2

+
κ

m
eRe

†
R−a1−a2

+
κ

m
eRe

†
R+a1

+
κ

m
eRe

†
R+a2

+
κ

m
eRe

†
R+a1+a2

)
(7.1.144)

と表せることを示せ。

272



(2) 並進演算子 U1，U2を

U1 =
∑
R

eRe
†
R+a1

U2 =
∑
R

eRe
†
R+a2 (7.1.145)

によって定義する。U1，U2はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U1，U2の固有値 (上段：U1，下段：U2)・固有ベクトル (U1，U2に共通)は

固有値：
{
eik·a1

eik·a2

固有ベクトル：lk =
1√
N

∑
R

eik·ReR

ここで，k =
j1
N1

b1 +
j2
N2

b2 (j1 = 0, · · · , N1 − 1, j2 = 0, · · · , N2 − 1)

は波数ベクトル (b1，b2は逆格子ベクトル)

(7.1.146)

で与えられることを示せ。

(4) U1，U2，Aについて

[U1, U2 ] = O [U1, A ] = O [U2, A ] = O (7.1.147)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λkおよび格子振動の振動数 ωk =
√
−λkを求めよ。また，格子

振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアン
ゾーンにとるものとし，経路をK→ Γ→ M→ Kとせよ (kK = 1

3
b1 +

1
3
b2，

kΓ = 0，kM = 1
2
b2)。

[ 解答 ]

(1)(7.1.142)より，z̈ =
∑

R z̈ReR =
∑

R eRz̈R =
∑

R eR(−6κ
m
zR + κ

m
zR−a1 +

κ
m
zR−a2 + κ

m
zR−a1−a2 + κ

m
zR+a1 + κ

m
zR+a2 + κ

m
zR+a1+a2) =

∑
R eR(−6κ

m
e†
Rz +

κ
m
e†
R−a1

z + κ
m
e†
R−a2

z + κ
m
e†
R−a1−a2

z + κ
m
e†
R+a1

z + κ
m
e†
R+a2

z + κ
m
e†
R+a1+a2

z) =∑
R(−

6κ
m
eRe

†
R+

κ
m
eRe

†
R−a1

+ κ
m
eRe

†
R−a2

+ κ
m
eRe

†
R−a1−a2

+ κ
m
eRe

†
R+a1

+ κ
m
eRe

†
R+a2

+
κ
m
eRe

†
R+a1+a2

)zとなる。したがって，(7.1.144)が示された。
(2)i = 1, 2として，U †

i =
∑

R eR+aie
†
Rより，UiU †

i =
∑

R

∑
R′ eRe

†
R+ai

eR′+aie
†
R′ =∑

R

∑
R′ eRδRR′e†

R′ =
∑

R eRe
†
R = I となる。同様に U †

i Ui = I も示せる。した
がって，U †

i = U−1
i ，つまり，Uiはユニタリ行列である。

(3)U1，U2は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，(3.3.79)の
Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適用することにより，(7.1.146)を得る。
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(4)(2)と同様に計算すると，U1U2 =
∑

R eRe
†
R+a1+a2

，U2U1 =
∑

R eRe
†
R+a1+a2

と
なるから，U1U2 = U2U1である。また，A = −6κ

m
I+ κ

m
U †
1 +

κ
m
U †
2 +

κ
m
U †
1U

†
2 +

κ
m
U1+

κ
m
U2 +

κ
m
U1U2と書ける。以上より，(7.1.147)は明らかに成り立つ。

(5)U1，U2，Aは互いに可換であるから，同時対角化可能である。U1，U2の固有ベク
トル lkはAの固有ベクトルにもなっている。実際，Alk = (−6κ

m
I + κ

m
U †
1 +

κ
m
U †
2 +

κ
m
U †
1U

†
2 +

κ
m
U1 +

κ
m
U2 +

κ
m
U1U2)lk = (−6κ

m
+ κ

m
e−ik·a1 + κ

m
e−ik·a2 + κ

m
e−ik·(a1+a2) +

κ
m
eik·a1+ κ

m
eik·a2+ κ

m
eik·(a1+a2))lk = −2κ

m
(3−cosk·a1−cosk·a2−cosk·(a1+a2))lk

より，lkはAの固有値 λk = −2κ
m
(3− cosk · a1 − cosk · a2 − cosk · (a1 + a2))に

属する固有ベクトルである。したがって，格子振動の振動数 ωk =
√
−λkは

ωk =

√
2κ

m
(3− cosk · a1 − cosk · a2 − cosk · (a1 + a2)) (7.1.148)

となる。格子振動のスペクトルは図のようになる。

7.1.14 2次元六方格子の面直格子振動 (単位胞に2原子の場合)

例題 14. 図のような 2次元六方格子の面直格子振動を周期的境界条件の下で考え
る。ただし，格子には張りを与えてあるとする。単位胞は質量mαの原子 αと質
量mβの原子 βの 2個の原子からなり，単位胞の総数はN 個である。基本並進ベ
クトル a1，a2方向の単位胞の数をN1，N2とするとN = N1N2である。隣接す
る原子はばね定数 κのばねで連結されているとする。格子定数 a，格子ベクトル
R = n1a1 + n2a2 (n1 = 1, · · · , N1, n2 = 1, · · · , N2)を用いると，この系のラグラ
ンジアン Lは

L =
∑
R

(
1

2
mαż

2
αR +

1

2
mβ ż

2
βR

)
−
∑
R

(
1

2
κ(zαR − zβR)2 +

1

2
κ(zβR − zαR−a1)

2 +
1

2
κ(zαR − zβR−a2)

2

+
1

2
κ(zαR − zβR+a1)

2 +
1

2
κ(zβR − zαR+a2)

2

)
(7.1.149)
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である。ここで，zαR = zαR(t)，zβR = zβR(t)は単位
胞Rの原子 α，原子 βの時刻 tにおける平衡位置か
らの変位である。このとき，原子の運動は連立微分方
程式{
mαz̈αR = −3κzαR + κzβR + κzβR−a2 + κzβR+a1

mβ z̈βR = −3κzβR + κzαR + κzαR−a1 + κzαR+a2

(7.1.150)

によって記述される。あるいは，(7.1.150)は 2N 次元列ベクトル ζと 2N 次エル
ミート行列Aを用いて

ζ̈ = Aζ ζ =
∑
R

(ζαReαR + ζβReβR) ζαR = e†
αRζ ζβR = e†

βRζ

(7.1.151)

と表せる。ここで，ζαR =
√
mαzαR，ζβR =

√
mβzβRであり，また，{eαR, eβR |Rは

すべての格子ベクトル }は 2N 次元列ベクトル空間の標準基底である。以下の問
いに答えよ。

(1) Aは

A =
∑
R

(
− 3κ

mα

eαRe
†
αR +

κ
√
mαmβ

(
eαRe

†
βR + eαRe

†
βR−a2

+ eαRe
†
βR+a1

)
− 3κ

mβ

eβRe
†
βR +

κ
√
mαmβ

(
eβRe

†
αR + eβRe

†
αR−a1

+ eβRe
†
αR+a2

))
(7.1.152)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U1，U2を

U1 =
∑
R

(
eαRe

†
αR+a1

+ eβRe
†
βR+a1

)
U2 =

∑
R

(
eαRe

†
αR+a2

+ eβRe
†
βR+a2

) (7.1.153)

によって定義する。U1，U2はユニタリ行列であることを示せ。
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(3) U1，U2の固有値 (上段：U1，下段：U2)・固有ベクトル (U1，U2に共通)は

固有値：
{
eik·a1 (重根)

eik·a2 (重根)
固有ベクトル：

{
lαk = 1√

N

∑
R e

ik·ReαR

lβk = 1√
N

∑
R e

ik·ReβR

ここで，k =
j1
N1

b1 +
j2
N2

b2 (j1 = 0, · · · , N1 − 1, j2 = 0, · · · , N2 − 1)

は波数ベクトル (b1，b2は逆格子ベクトル)

(7.1.154)

で与えられることを示せ。

(4) U1，U2，Aについて

[U1, U2 ] = O [U1, A ] = O [U2, A ] = O (7.1.155)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λ±kおよび格子振動の振動数ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，格

子振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアン
ゾーンにとるものとし，経路をK→ Γ→ M→ Kとせよ (kK = 1

3
b1 +

1
3
b2，

kΓ = 0，kM = 1
2
b2)。

[ 解答 ]

(1)(7.1.150) より，ζ̈ =
∑

R(ζ̈αReαR + ζ̈βReβR) =
∑

R(eαRζ̈αR + eβRζ̈βR) =∑
R(eαR(−

3κ
mα
ζαR+ κ√

mαmβ
(ζβR+ζβR−a2+ζβR+a1))+eβR(− 3κ

mβ
ζβR+ κ√

mαmβ
(ζαR+

ζαR−a1 +ζαR+a2))) =
∑

R(eαR(−
3κ
mα

e†
αRζ+

κ√
mαmβ

(e†
βRζ+e†

βR−a2
ζ+e†

βR+a1
ζ))+

eβR(− 3κ
mβ

e†
βRζ + κ√

mαmβ
(e†

αRζ + e†
αR−a1

ζ + e†
αR+a2

ζ))) =
∑

R(−
3κ
mα

eαRe
†
αR +

κ√
mαmβ

(eαRe
†
βR+eαRe

†
βR−a2

+eαRe
†
βR+a1

)− 3κ
mβ

eβRe
†
βR+

κ√
mαmβ

(eβRe
†
αR+eβRe

†
αR−a1

+

eβRe
†
αR+a2

))ζとなる。したがって，(7.1.152)が示された。
(2)i = 1, 2として，U †

i =
∑

R(eαR+aie
†
αR+eβR+aie

†
βR)より，UiU †

i =
∑

R

∑
R′(eαRe

†
αR+ai

+

eβRe
†
βR+ai

)(eαR′+aie
†
αR′ +eβR′+aie

†
βR′) =

∑
R(eαRe

†
αR+eβRe

†
βR) = Iとなる。同

様に U †
i Ui = Iも示せる。したがって，U †

i = U−1
i ，つまり，Uiはユニタリ行列で

ある。
(3)U1，U2は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，原子αの副
格子と原子 βの副格子のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトル
を適用することにより，(7.1.154)を得る。
(4)(2)と同様に計算すると，U1U2 =

∑
R(eαRe

†
αR+a1+a2

+eβRe
†
βR+a1+a2

)，U2U1 =∑
R(eαRe

†
αR+a1+a2

+ eβRe
†
βR+a1+a2

)となるから，U1U2 = U2U1 である。また，
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i = 1, 2として，UieτRe†
τ ′R′U

†
i = eτR−aie

†
τ ′R′−ai

(τ, τ ′ = α, β)と書ける。以上より，
(7.1.155)は明らかに成り立つ。
(5)U1，U2，Aは互いに可換であるから，同時対角化可能である。U1，U2の固有値
eik·a1，eik·a2は重根であるから，2次元の部分空間Wk = span(lαk, lβk)におけるA

の固有値問題を解けばよい。(7.1.152)を lαk，lβkに作用させるとAlαk = − 3κ
mα

lαk +∆∗
klβk

Alβk = ∆klαk − 3κ
mβ

lβk
(7.1.156)

となる。ここで，∆k = κ√
mαmβ

(1 + eik·a1 + e−ik·a2)とおいた。したがって，Wkに
おける正規直交基底 {lαk, lβk}によるAの行列表現Akは

Ak =

[
− 3κ
mα

∆k

∆∗
k − 3κ

mβ

]
(7.1.157)

となる。Akの固有値は λ±k = −(3κ
2
( 1
mα

+ 1
mβ

) ±
√
(3κ

2
( 1
mα
− 1

mβ
))2 + |∆k|2)であ

る。ここで，|∆k|2 = κ2

mαmβ
(3 + 2 cosk · a1 + 2 cosk · a2 + 2 cosk · (a1 + a2))であ

る。したがって，格子振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kは

ω±k =

√√√√3κ

2

(
1

mα

+
1

mβ

)
±

√(
3κ

2

(
1

mα

− 1

mβ

))2

+ |∆k|2 (7.1.158)

となる。mβ/mα = 2として格子振動のスペクトルを
描くと図のようになる。

7.1.15 2次元六方格子の面内格子振動 (単位胞に1原子の場合)

例題 15. 図のような 2次元六方格子の面内格子振動を周期的境界条件の下で考え
る。単位胞は質量mの原子 1個からなり，単位胞の総数はN 個である。基本並進
ベクトルa1，a2方向の単位胞の数をN1，N2とするとN = N1N2である。隣接す
る原子はばね定数 κのばねで連結されているとする。格子定数 a，格子ベクトル
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R = n1a1 + n2a2 (n1 = 1, · · · , N1, n2 = 1, · · · , N2)を用いると，この系のラグラ
ンジアン Lは

L =
∑
R

1

2
m
(
ẋ2R + ẏ2R

)
−
∑
R

1

2
κ

(
(xR − xR+a1)

2 +

(
−1

2
(xR − xR+a2) +

√
3

2
(yR − yR+a2)

)2

+

(
1

2
(xR − xR+a1+a2) +

√
3

2
(yR − yR+a1+a2)

)2)
(7.1.159)

である。ここで，xR = xR(t)，yR = yR(t)は単位胞
Rの原子の時刻 tにおける平衡位置からの変位のx方
向 (a1に平行な右向きの方向)の成分，y方向 (a1に
垂直な上向きの方向)の成分である。このとき，原子
の運動は連立微分方程式


mẍR = κ

4
(−12xR + 4xR−a1 + 4xR+a1 + xR−a2 + xR+a2 + xR−a1−a2 + xR+a1+a2

−
√
3yR−a2 −

√
3yR+a2 +

√
3yR−a1−a2 +

√
3yR+a1+a2)

mÿR = κ
4
(−12yR + 3yR−a2 + 3yR+a2 + 3yR−a1−a2 + 3yR+a1+a2

−
√
3xR−a2 −

√
3xR+a2 +

√
3xR−a1−a2 +

√
3xR+a1+a2)

(7.1.160)

によって記述される。あるいは，(7.1.160)は 2N 次元列ベクトル rと 2N 次エル
ミート行列Aを用いて

r̈ = Ar r =
∑
R

(xRexR + yReyR) xR = e†
xRr yR = e†

yRr

(7.1.161)

と表せる。ここで，{exR, eyR |Rはすべての格子ベクトル }は 2N次元列ベクトル
空間の標準基底である。以下の問いに答えよ。
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(1) Aは

A =
∑

R
κ
4m

(−12exRe†
xR + 4exRe

†
xR−a1

+ 4exRe
†
xR+a1

+ exRe
†
xR−a2

+ exRe
†
xR+a2

+ exRe
†
xR−a1−a2

+ exRe
†
xR+a1+a2

−
√
3exRe

†
yR−a2

−
√
3exRe

†
yR+a2

+
√
3exRe

†
yR−a1−a2

+
√
3exRe

†
yR+a1+a2

−12eyRe†
yR + 3eyRe

†
yR−a2

+ 3eyRe
†
yR+a2

+ 3eyRe
†
yR−a1−a2

+ 3eyRe
†
yR+a1+a2

−
√
3eyRe

†
xR−a2

−
√
3eyRe

†
xR+a2

+
√
3eyRe

†
xR−a1−a2

+
√
3eyRe

†
xR+a1+a2

)

(7.1.162)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U1，U2を

U1 =
∑
R

(
exRe

†
xR+a1

+ eyRe
†
yR+a1

)
U2 =

∑
R

(
exRe

†
xR+a2

+ eyRe
†
yR+a2

) (7.1.163)

によって定義する。U1，U2はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U1，U2の固有値 (上段：U1，下段：U2)・固有ベクトル (U1，U2に共通)は

固有値：
{
eik·a1 (重根)

eik·a2 (重根)
固有ベクトル：

{
lxk = 1√

N

∑
R e

ik·RexR

lyk = 1√
N

∑
R e

ik·ReyR

ここで，k =
j1
N1

b1 +
j2
N2

b2 (j1 = 0, · · · , N1 − 1, j2 = 0, · · · , N2 − 1)

は波数ベクトル (b1，b2は逆格子ベクトル)

(7.1.164)

で与えられることを示せ。

(4) U1，U2，Aについて

[U1, U2 ] = O [U1, A ] = O [U2, A ] = O (7.1.165)

が成り立つことを示せ。
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(5) Aの固有値 λ±kおよび格子振動の振動数ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，格

子振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは第 1ブリルアン
ゾーンにとるものとし，経路をK→ Γ→ M→ Kとせよ (kK = 1

3
b1 +

1
3
b2，

kΓ = 0，kM = 1
2
b2)。

[ 解答 ]

(1)r̈ =
∑

R(ẍRexR+ ÿReyR) =
∑

R(exRẍR+eyRÿR)と書いて ẍR，ÿRを (7.1.160)

によりxR，yRなどで表して，さらに，xR = e†
xRr，yR = e†

yRrを用いると，(7.1.162)
を示せる。
(2)i = 1, 2として，U †

i =
∑

R(exR+aie
†
xR+eyR+aie

†
yR)より，UiU †

i =
∑

R

∑
R′(exRe

†
xR+ai

+

eyRe
†
yR+ai

)(exR′+aie
†
xR′ + eyR′+aie

†
yR′) =

∑
R(exRe

†
xR + eyRe

†
yR) = Iとなる。同

様に U †
i Ui = Iも示せる。したがって，U †

i = U−1
i ，つまり，Uiはユニタリ行列で

ある。
(3)U1，U2は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，原子変位の
x成分と y成分のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適用
することにより，(7.1.164)を得る。
(4)(2)と同様に計算すると，U1U2 =

∑
R(exRe

†
xR+a1+a2

+eyRe
†
yR+a1+a2

)，U2U1 =∑
R(exRe

†
xR+a1+a2

+ eyRe
†
yR+a1+a2

) となるから，U1U2 = U2U1 である。また，
i = 1, 2として，UieτRe†

τ ′R′U
†
i = eτR−aie

†
τ ′R′−ai

(τ, τ ′ = x, y)と書ける。以上よ
り，(7.1.165)は明らかに成り立つ。
(5)U1，U2，Aは互いに可換であるから，同時対角化可能である。U1，U2の固有値
eik·a1，eik·a2は重根であるから，2次元の部分空間Wk = span(lxk, lyk)におけるA

の固有値問題を解けばよい。(7.1.162)を lxk，lykに作用させると{
Alxk = αklxk + γklyk

Alyk = γklxk + βklyk

αk = −3κ

m
+

2κ

m
cosk · a1 +

κ

2m
(cosk · a2 + cosk · (a1 + a2))

βk = −3κ

m
+

3κ

2m
(cosk · a2 + cosk · (a1 + a2))

γk = −
√
3κ

2m
(cosk · a2 − cosk · (a1 + a2))

(7.1.166)

となる。したがって，Wkにおける正規直交基底 {lxk, lyk}によるAの行列表現Ak

は

Ak =

[
αk γk
γk βk

]
(7.1.167)
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となる。Ak の固有値は λ±k = 1
2
(αk + βk) ∓

√
(1
2
(αk − βk))2 + γ2k である。した

がって，格子振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kは

ω±k =

√√√√−1

2
(αk + βk)±

√(
1

2
(αk − βk)

)2

+ γ2k
(7.1.168)

となる。格子振動のスペクトルは図のようになる。

7.1.16 剛体の慣性テンソル
例題 16. N 個の粒子からなる剛体の慣性テンソルIは

I =
N∑
i=1

mi

y2i + z2i −xiyi −zixi
−xiyi z2i + x2i −yizi
−zixi −yizi x2i + y2i


=

N∑
i=1

mi

(
r2i I3 − rir

†
i

)
=

N∑
i=1

mir
2
i

(
I3 − eie

†
i

) (7.1.169)

によって定義される。ここで，miお
よび xi，yi，ziは i番目の粒子の質量
および位置の x座標，y座標，z座標
である。また，x軸，y軸，z軸の正の
向きを向く単位ベクトルをex，ey，ez
として，ri = xi ex+yi ey+zi ez，ri =
|ri| =

√
x2i + y2i + z2i，ei = ri/riで

ある。以下の問いに答えよ。
(1) 図の (a)に示すような正三角形の頂点に配置された質量mの 3個の粒子から
なる剛体の慣性テンソルIを求めよ。また，その固有値・固有ベクトルを
求めよ。
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(2) 図の (b)に示すような正方形の頂点に配置された質量M，mの計 4個の粒子
からなる剛体の慣性テンソルIを求めよ。また，その固有値・固有ベクト
ルを求めよ。

[ 解答 ]

(1)(7.1.169)より，

I = m

a2 0 0

0 0 0

0 0 a2

+m

 a2/4
√
3a2/4 0√

3a2/4 3a2/4 0

0 0 a2

+m

 a2/4 −
√
3a2/4 0

−
√
3a2/4 3a2/4 0

0 0 a2


=

3ma2/2 0 0

0 3ma2/2 0

0 0 3ma2


(7.1.170)

である。したがって，Iの固有値・固有ベクトルは{
固有値： 3

2
ma2 (重根) 固有ベクトル：ex, ey

固有値：3ma2 固有ベクトル：ez
(7.1.171)

である。ただし，固有値 3
2
ma2は重根であるから，その固有ベクトルは xy平面上

の互いに直交する 2つの単位ベクトルであれば上記以外のものを選んでもよい。
(2)(7.1.169)より，

I = m

a2 a2 0

a2 a2 0

0 0 2a2

+m

a2 a2 0

a2 a2 0

0 0 2a2

+M

 a2 −a2 0

−a2 a2 0

0 0 2a2

+M

 a2 −a2 0

−a2 a2 0

0 0 2a2


=

2(m+M)a2 2(m−M)a2 0

2(m−M)a2 2(m+M)a2 0

0 0 4(m+M)a2


(7.1.172)

である。したがって，Iの固有値・固有ベクトルは
固有値：4ma2 固有ベクトル： 1√

2
ex +

1√
2
ey

固有値：4Ma2 固有ベクトル：− 1√
2
ex +

1√
2
ey

固有値：4(m+M)a2 固有ベクトル：ez

(7.1.173)

である。ただし，m = M のときは固有値 4ma2と 4Ma2は重根となるから，p1，
p2は xy平面上の互いに直交する 2つの単位ベクトルであれば上記以外のものを選
んでもよい。

282



7.1.17 剛体の自由回転
例題 17. 主慣性モーメント (慣性テンソルの固有値)I1，I2，I3をもつ剛体の自由
回転は，これらに対応する慣性主軸 (慣性テンソルの固有ベクトルに対応する軸)

を用いることにより，オイラーの運動方程式
I1ω̇1 = (I2 − I3)ω2ω3

I2ω̇2 = (I3 − I1)ω3ω1

I3ω̇3 = (I1 − I2)ω1ω2

(7.1.174)

によって記述される。ここで，I1，I2，I3に対応する固有ベクトルを e1，e2，e3と
すると，ω1，ω2，ω3は剛体の角速度ベクトルの e1成分，e2成分，e3成分である。
以下の問いに答えよ。

(1) I1 = I2のとき，(7.1.174)の一般解を求めよ。

(2) 時間的に一定な角速度ベクトル (ω1, 0, 0)，(0, ω2, 0)，(0, 0, ω3)の回転運動は
(7.1.174)の定常解である。I1 < I2 < I3として角速度ベクトルの各成分が以
下の (a)，(b)，(c)の場合を考えることにより，定常解 (ω1, 0, 0)，(0, ω2, 0)，
(0, 0, ω3)の安定性について調べよ3。

(a)|ω1| � |ω2|, |ω3| (b)|ω2| � |ω1|, |ω3| (c)|ω3| � |ω1|, |ω2|

[ 解答 ]

(1)I1 = I2のとき，(7.1.174)の第 3式より ω̇3 = 0であるから，ω3は定数となる。
このとき，Ω = (I3 − I1)ω3/I1とおくと，(7.1.174)は{

ω̇1 = −Ωω2

ω̇2 = Ωω1

あるいは ω̇ = Aω ここで，ω =

[
ω1

ω2

]
A =

[
0 −Ω
Ω 0

]
(7.1.175)

と表せる。Aは歪エルミート行列であり，その固有値・固有ベクトルは
固有値：λ1 = iΩ 固有ベクトル：p1 =

1√
2

[
1

−i

]

固有値：λ2 = −iΩ 固有ベクトル：p2 =
1√
2

[
1

i

] (7.1.176)

3この結果は「テニスラケットの定理」として知られています。
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である。{p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†
1,p

†
2}である。し

たがって，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.1.177)

となる。q1 = p†
1ω，q2 = p†

2ωとおくと，ω = q1p1+ q2p2より q̇1 = λ1q1，q̇2 = λ2q2
となるから，q1(t) = q1(0)e

iΩt，q2(t) = q2(0)e
−iΩtである。したがって，ω1(t) =

1√
2
(q1(t) + q2(t))，ω2(t) =

1√
2i
(q1(t)− q2(t))より，{

ω1(t) = ω1(0) cosΩt− ω2(0) sinΩt

ω2(t) = ω1(0) sinΩt+ ω2(0) cosΩt
(7.1.178)

を得る。
(2)(a)，(b)，(c)について調べると以下のようになる。
(a)|ω1| � |ω2|, |ω3|が成り立つ時間領域では ω1 =一定とみなせるから，(7.1.174)

の第 2式，第 3式は[
ω̇2

ω̇3

]
=

[
0 (I3 − I1)ω1/I2

−(I2 − I1)ω1/I3 0

][
ω2

ω3

]
(7.1.179)

と近似できる。(7.1.179)の右辺の行列は純虚数の固有値±i
√

(I2−I1)(I3−I1)
I2I3

|ω1|をも
つから，Ω =

√
(I2−I1)(I3−I1)

I2I3
|ω1|とおくと ω2，ω3は cosΩtと sinΩtの線形結合に

よって表される周期解となる。したがって，定常解 (ω1, 0, 0)は安定である。
(b)|ω2| � |ω1|, |ω3|が成り立つ時間領域では ω2 =一定とみなせるから，(7.1.174)

の第 1式，第 3式は[
ω̇1

ω̇3

]
=

[
0 −(I3 − I2)ω2/I1

−(I2 − I1)ω2/I3 0

][
ω1

ω3

]
(7.1.180)

と近似できる。(7.1.180)の右辺の行列は実数の固有値±
√

(I3−I2)(I2−I1)
I1I3

|ω2|をもつ
から，Γ =

√
(I3−I2)(I2−I1)

I1I3
|ω2|とおくと ω1，ω3は eΓtと e−Γtの線形結合として表

される非周期解となる。したがって，定常解 (0, ω2, 0)は不安定である。
(c)|ω3| � |ω1|, |ω2|が成り立つ時間領域では ω3 = 一定とみなせるから，(7.1.174)

の第 1式，第 2式は[
ω̇1

ω̇2

]
=

[
0 −(I3 − I2)ω3/I1

(I3 − I1)ω3/I2 0

][
ω1

ω2

]
(7.1.181)
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と近似できる。(7.1.181)の右辺の行列は純虚数の固有値±i
√

(I3−I1)(I3−I2)
I1I2

|ω3|をも
つから，Ω =

√
(I3−I1)(I3−I2)

I1I2
|ω3|とおくと ω1，ω2は cosΩtと sinΩtの線形結合に

よって表される周期解となる。したがって，定常解 (0, 0, ω3)は安定である。

7.2 波動
7.2.1 弦の振動 (ディリクレ境界条件)

例題 18. x軸上の区間 0 ≤ x ≤ aで張られた弦の振動をディリクレ境界条件 (弦の
両端は x軸上に固定)の下で考える。時刻 tにおける位置 xでの弦の振幅を u(x, t)

とすると，弦の振動は波動方程式

∂2

∂t2
u(x, t) = −Lu(x, t) L = −c2 ∂

2

∂x2

{
u(0, t) = 0

u(a, t) = 0
(7.2.1)

によって記述される。あるいは，(7.2.1)は u(x, t) = 〈x|u(t)〉なる関数 |u(t)〉とエ
ルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ =

∫ a

0

dx |x〉L 〈x| (7.2.2)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数Xn(x) = 〈x|Xn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈Xn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.3)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.1)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)LX(x) = −c2∂2xX(x) = λX(x)の一般解はk =
√
λ/cとおくとX(x) = A sin(kx)+

B cos(kx)である。X(0) = 0より B = 0である。さらに，X(a) = 0より kn =
nπ
a
(n = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂の固有値は λn = c2k2n = n2π2c2

a2
である。
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AはXn(x)が正規化されるように決める。
∫ a
0
dx |A sin(knx)|2 = a

2
|A|2 = 1より，

A =
√

2
a
と選べばよい。以上より，

固有値：λn = c2k2n 固有関数：Xn(x) =

√
2

a
sin(knx) (7.2.4)

kn =
nπ

a
(n = 1, 2, · · · ) (7.2.5)

である。
(2){ |Xn〉 |n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∞∑
n=1

λn |Xn〉〈Xn| (7.2.6)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.6)および 〈Xn|Xn′〉 = δnn′を用いると ün(t) = ∂2t 〈Xn|u(t)〉 =
〈Xn| ∂2t |u(t)〉 = −〈Xn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈Xn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)となる。
(4)(7.2.3)の一般解は un(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全性関
係 Î =

∑∞
n=1 |Xn〉〈Xn|を用いると u(x, t) = 〈x|u(t)〉 =

∑∞
n=1 〈x|Xn〉〈Xn|u(t)〉 =∑∞

n=1 un(t)Xn(x)と書ける。したがって，(7.2.1)の一般解

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn
sinωnt

)
Xn(x) (7.2.7)

を得る。ここで，ωn = cknである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(x, 0)，∂u
∂t
(x, 0)を

用いて，

un(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗u(x, 0) u̇n(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗∂u

∂t
(x, 0) (7.2.8)

によって与えられる。

7.2.2 弦の振動 (ノイマン境界条件)

例題 19. x軸上の区間 0 ≤ x ≤ aで張られた弦の振動をノイマン境界条件 (弦の両
端は x軸に垂直な方向に可動)の下で考える。時刻 tにおける位置 xでの弦の振幅
を u(x, t)とすると，弦の振動は波動方程式

∂2

∂t2
u(x, t) = −Lu(x, t) L = −c2 ∂

2

∂x2

{
∂u
∂x
(0, t) = 0

∂u
∂x
(a, t) = 0

(7.2.9)
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によって記述される。あるいは，(7.2.9)は u(x, t) = 〈x|u(t)〉なる関数 |u(t)〉とエ
ルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ =

∫ a

0

dx |x〉L 〈x| (7.2.10)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数Xn(x) = 〈x|Xn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈Xn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.11)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.9)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)LX(x) = −c2∂2xX(x) = λX(x)の一般解はk =
√
λ/cとおくとX(x) = A sin(kx)+

B cos(kx)である。∂X
∂x

(0) = 0より A = 0である。さらに，∂X
∂x

(a) = 0より kn =
nπ
a
(n = 0, 1, 2, · · · )である。したがって，L̂の固有値は λn = c2k2n = n2π2c2

a2
である。

BはXn(x)が正規化されるように決める。n = 0のとき ∫ a
0
dx |B|2 = a|B|2 = 1よ

りB =
√

1
a
と選べばよい。n = 1, 2, · · · のとき ∫ a

0
dx |B cos(knx)|2 = a

2
|B|2 = 1よ

り，B =
√

2
a
と選べばよい。以上より，

固有値：λn = c2k2n 固有関数：Xn(x) =


√

1
a

(n = 0)√
2
a
cos(knx) (n = 1, 2, · · · )

(7.2.12)

kn =
nπ

a
(n = 0, 1, 2, · · · ) (7.2.13)

である。
(2){ |Xn〉 |n = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∞∑
n=0

λn |Xn〉〈Xn| (7.2.14)
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となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.14)および 〈Xn|Xn′〉 = δnn′を用いると ün(t) = ∂2t 〈Xn|u(t)〉 =
〈Xn| ∂2t |u(t)〉 = −〈Xn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈Xn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)となる。
(4)(7.2.11)の一般解は，n = 0のときu0(t) = u0(0)+u̇0(0)tであり，n = 1, 2, · · · のと
きun(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全性関係 Î =
∑∞

n=0 |Xn〉〈Xn|
を用いると u(x, t) = 〈x|u(t)〉 =

∑∞
n=0 〈x|Xn〉〈Xn|u(t)〉 =

∑∞
n=0 un(t)Xn(x)と書

ける。したがって，(7.2.9)の一般解

u(x, t) = (u0(0) + u̇0(0)t)X0(x) +
∞∑
n=1

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn
sinωnt

)
Xn(x)

(7.2.15)

を得る。ここで，ωn = cknである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(x, 0)，∂u
∂t
(x, 0)を

用いて，

un(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗u(x, 0) u̇n(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗∂u

∂t
(x, 0) (7.2.16)

によって与えられる。

7.2.3 弦の振動 (混合境界条件)

例題 20. x軸上の区間 0 ≤ x ≤ aで張られた弦の振動を混合境界条件 (弦の x = 0

の端は x軸上に固定，x = aの端は x軸に垂直な方向に可動)の下で考える。時刻
tにおける位置 xでの弦の振幅を u(x, t)とすると，弦の振動は波動方程式

∂2

∂t2
u(x, t) = −Lu(x, t) L = −c2 ∂

2

∂x2

{
u(0, t) = 0

∂u
∂x
(a, t) = 0

(7.2.17)

によって記述される。あるいは，(7.2.17)は u(x, t) = 〈x|u(t)〉なる関数 |u(t)〉と
エルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ =

∫ a

0

dx |x〉L 〈x| (7.2.18)

と表せる。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数Xn(x) = 〈x|Xn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

288



(3) un(t) = 〈Xn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は
ün(t) = −ω2

nun(t) (7.2.19)

を満たすことを示せ。
(4) (7.2.17)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)LX(x) = −c2∂2xX(x) = λX(x)の一般解はk =
√
λ/cとおくとX(x) = A sin(kx)+

B cos(kx)である。X(0) = 0より B = 0である。さらに，∂X
∂x

(a) = 0より kn =
(2n−1)π

2a
(n = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂の固有値はλn = c2k2n = (2n−1)2π2c2

4a2
で

ある。AはXn(x)が正規化されるように決める。
∫ a
0
dx |A sin(knx)|2 = a

2
|A|2 = 1

より，A =
√

2
a
と選べばよい。以上より，

固有値：λn = c2k2n 固有関数：Xn(x) =

√
2

a
sin(knx) (7.2.20)

kn =
(2n− 1)π

2a
(n = 1, 2, · · · ) (7.2.21)

である。
(2){ |Xn〉 |n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∞∑
n=1

λn |Xn〉〈Xn| (7.2.22)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.22)および 〈Xn|Xn′〉 = δnn′を用いると ün(t) = ∂2t 〈Xn|u(t)〉 =
〈Xn| ∂2t |u(t)〉 = −〈Xn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈Xn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)となる。
(4)(7.2.19)の一般解は un(t) = un(0) cosωnt +

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全性
関係 Î =

∑∞
n=1 |Xn〉〈Xn|を用いると u(x, t) = 〈x|u(t)〉 =

∑∞
n=1 〈x|Xn〉〈Xn|u(t)〉 =∑∞

n=1 un(t)Xn(x)と書ける。したがって，(7.2.17)の一般解

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn
sinωnt

)
Xn(x) (7.2.23)

を得る。ここで，ωn = cknである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(x, 0)，∂u
∂t
(x, 0)を

用いて，

un(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗u(x, 0) u̇n(0) =

∫ a

0

dxXn(x)
∗∂u

∂t
(x, 0) (7.2.24)

によって与えられる。
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7.2.4 つり下げた鎖の振動
例題 21. x軸を鉛直上向きにとり，その軸上の点 x = lに一端を固定してつり下
げた長さ lの鎖を考える。ただし，鎖の線密度は一定とする。時刻 tにおける高さ
xでの鎖の振幅を u(x, t)とすると，鎖の振動は一般化された波動方程式

∂2

∂t2
u(x, t) = −Lu(x, t) L = −g ∂

∂x
x
∂

∂x
u(l, t) = 0

(7.2.25)

によって記述される。あるいは，(7.2.25)は u(x, t) = 〈x|u(t)〉
なる関数 |u(t)〉とエルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ =

∫ l

0

dx |x〉L 〈x| (7.2.26)

と表せる。以下の問いに答えよ。
(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数 φn(x) = 〈x|φn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.27)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.25)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)変数変換ξ = 2
√
x/gを行うと，x = g

4
ξ2よりdx = gξ

2
dξである。そこで，重み関数

をw(ξ) = gξ
2
とし，|ξ〉 = |x〉とすると，〈ξ|ξ′〉 = 〈x|x′〉 = δ(x−x′) = δ(g

4
ξ2− g

4
ξ′2) =

2
gξ
δ(ξ − ξ′) = 1

w(ξ)
δ(ξ − ξ′)である。また，∂x = 2

gξ
∂ξ より，L = −g∂xx∂x =

−g 2
gξ
∂ξ

g
4
ξ2 2

gξ
∂ξ = −1

ξ
∂ξξ∂ξであるから，L̂ =

∫ a
0
w(ξ)dξ |ξ〉 (−1

ξ
∂ξξ∂ξ) 〈ξ|と表せる。

ここで，a = 2
√
l/gとおいた。φ(ξ) = 〈ξ|φ〉なる L̂の固有関数 |φ〉は，̂L |φ〉 = λ |φ〉，

つまり，

−1

ξ

∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
φ(ξ) = λφ(ξ) (7.2.28)
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を満たす。ω =
√
λ，ζ = ωξ，y(ζ) = φ(ξ)とおくと，(7.2.28)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y + y = 0 (7.2.29)

と書ける。(7.2.29)は 0次のベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解は 0次の
ベッセル関数J0(ζ)で与えられる。境界条件φ(a) = 0より，ωはJ0(ζ)の零点 j0nか
ら決まる。ここで，J0(j0n) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。よって φn(ξ) = AnJ0(ωnξ)

である。正規化因子Anは
∫ a
0
gξ
2
dξ |φn(ξ)|2 = 1より，An =

√
4

J1(j0n)2ga2
=
√

1
J1(j0n)2l

と選ぶ。以上より，

固有値：λn = ω2
n 固有関数：φn(ξ) = AnJ0(ωnξ) (7.2.30)

ωn =
j0n
a

(n = 1, 2, · · · ) (7.2.31)

である。
(2){ |φn〉 |n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∞∑
n=1

λn |φn〉〈φn| (7.2.32)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.32)および 〈φn|φn′〉 = δnn′を用いると ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 =
〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)となる。
(4)(7.2.27)の一般解はun(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全性関係
Î =

∑∞
n=1 |φn〉〈φn|を用いるとu(x, t) = 〈x|u(t)〉 = 〈ξ|u(t)〉 =

∑∞
n=1 〈ξ|φn〉〈φn|u(t)〉 =∑∞

n=1 un(t)φn(ξ)と書ける。したがって，(7.2.25)の一般解

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn
sinωnt

)
φn(2

√
x/g) (7.2.33)

を得る。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(x, 0)，∂u
∂t
(x, 0)を用いて，

un(0) =

∫ l

0

dxφn(2
√
x/g)∗u(x, 0) u̇n(0) =

∫ l

0

dxφn(2
√
x/g)∗

∂u

∂t
(x, 0)

(7.2.34)

によって与えられる。
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7.2.5 膜の振動 (矩形膜)

例題 22. xy平面上の領域Ω = {r | r = x ex + y ey, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}で張ら
れた矩形膜の振動をディリクレ境界条件 (膜の縁はΩの境界 ∂Ωに固定)の下で考
える。時刻 tにおける位置 rでの膜の振幅を u(r, t)とすると，膜の振動は波動方
程式

∂2

∂t2
u(r, t) = −Lu(r, t) L = Lx +Ly

Lx = −c2
∂2

∂x2
Ly = −c2

∂2

∂y2
u(r, t) = 0 (r ∈ ∂Ω)

(7.2.35)

によって記述される。あるいは，(7.2.35)は u(r, t) = 〈r|u(t)〉なる関数 |u(t)〉と
エルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ = L̂x ⊗ Îy + Îx ⊗ L̂y

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉Lx 〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉Ly 〈y|

Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y|

(7.2.36)

と表せる。ここで，xを変数とする関数の関数空間Vxにおけるデルタ関数を |x〉，y
を変数とする関数の関数空間Vyにおけるデルタ関数を |y〉として，|r〉 = |x〉⊗ |y〉
は rを変数とする関数の関数空間 Vx⊗Vyにおけるデルタ関数である。以下の問い
に答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数φn(r) = 〈r|φn〉を求めよ。ここ
で，n = (m,n)である。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.37)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.35)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vxの演算子 L̂xと Vy の恒等演算子 Îy のテンソル積 L̂x ⊗ Îy と Vxの恒等
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演算子 Îxと Vyの演算子 L̂yのテンソル積 Îx ⊗ L̂yの和として表される。したがっ
て，L̂の固有値 λnは L̂xの固有値 λmと L̂y の固有値 λnの和 λn = λm + λnで与
えられ，また，L̂の固有関数 |φn〉は L̂xの固有関数 |Xm〉と L̂y の固有関数 |Yn〉
のテンソル積 |φn〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉で与えられる。L̂x の固有値・固有関数は以
下のように求められる。LxX(x) = −c2∂2xX(x) = λX(x)の一般解は k =

√
λ/c

とおくと X(x) = A sin(kx) + B cos(kx)である。X(0) = 0より B = 0である。
さらに，X(a) = 0より k = mπ

a
(m = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂x の固

有値は λm = c2k2m = m2π2c2

a2
である。Aは Xm(x)が正規化されるように決める。∫ a

0
dx |A sin(kmx)|2 = a

2
|A|2 = 1より，A =

√
2
a
と選べばよい。L̂yの固有値・固有

関数についても同様に求められる。以上より，

固有値：λn = c2k2m + c2k2n 固有関数：φn(r) = Xm(x)Yn(y) (7.2.38)

Xm(x) =

√
2

a
sin(kmx) Yn(y) =

√
2

b
sin(kny) (7.2.39)

km =
mπ

a
(m = 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 1, 2, · · · ) (7.2.40)

である。
(2){ |φn〉 |n = (m,n),m = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，
L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
n

λn |φn〉〈φn| (7.2.41)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.41)および 〈φn|φn′〉 = δnn′ = δmm′δnn′ を用いると
ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 = 〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)

となる。
(4)(7.2.37)の一般解は un(t) = un(0) cosωnt +

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全
性関係 Î =

∑
n |φn〉〈φn|を用いると u(r, t) = 〈r|u(t)〉 =

∑
n 〈r|φn〉〈φn|u(t)〉 =∑

n un(t)φn(r)と書ける。したがって，(7.2.35)の一般解

u(r, t) =
∑
n

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn

sinωnt

)
φn(r) (7.2.42)
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を得る。ここで，ωn = c
√
k2m + k2nである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(r, 0)，

∂u
∂t
(r, 0)を用いて，

un(0) =

∫ a

0

dx

∫ b

0

dy φn(r)
∗u(r, 0)

u̇n(0) =

∫ a

0

dx

∫ b

0

dy φn(r)
∗∂u

∂t
(r, 0)

(7.2.43)

によって与えられる。

7.2.6 膜の振動 (円形膜)

例題 23. xy平面上の領域Ω = {r | r = ρ cosϕ ex + ρ sinϕ ey, 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤
2π}で張られた円形膜の振動をディリクレ境界条件 (膜の縁は円周 ∂Ωに固定)の
下で考える。時刻 tにおける位置 rでの膜の振幅を u(r, t)とすると，膜の振動は
波動方程式

∂2

∂t2
u(r, t) = −Lu(r, t) L = c2

(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z

)
lz = −i

∂

∂ϕ
u(r, t) = 0 (ρ = a)

(7.2.44)

によって記述される。あるいは，(7.2.44)は u(r, t) = 〈r|u(t)〉なる関数 |u(t)〉と
エルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉

L̂ = c2
(∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

)
l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ|

(7.2.45)

と表せる。ここで， |ρ〉は ρを変数とする関数の関数空間 Vρ(重み関数：ρ)におけ
るデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1

ρ
δ(ρ− ρ′)であり，また， |ϕ〉は ϕを変数とする関数の関数

空間 Vϕにおけるデルタ関数 〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ− ϕ′)である4。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数φn(r) = 〈r|φn〉を求めよ。ここ
で，n = (m,n)である。

4重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は
ün(t) = −ω2

nun(t) (7.2.46)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.44)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)[ l̂z, L̂ ] = 0であるから，l̂z と L̂は同時対角化可能である。l̂z は角運動量演算
子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関数は Φm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 =
1√
2π
eimϕ である。次に，l̂z の固有値 m に対応する Vϕ における l̂z の固有空間を

Wm = span( |Φm〉)として，Vρ⊗Wmにおける L̂の固有値問題を考える。 〈r|φn〉 =
R(ρ)Φm(ϕ)とすると，R(ρ)は

c2
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.2.47)

を満たす。k =
√
λ/c，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.2.47)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.2.48)

と書ける。(7.2.48)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル関
数 Jm(ζ)で与えられる。境界条件R(a) = 0より，kは Jm(ζ)の零点 jmnから決ま
る。ここで，Jm(jmn) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。よってRmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)

である。正規化因子Amnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，Amn =

√
2

Jm+1(jmn)2a2
と選

ぶ。以上より，
固有値：λn = c2k2mn 固有関数：φn(r) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ) (7.2.49)

kmn =
jmn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) (7.2.50)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
(2){ |φn〉 |n = (m,n), m：整数, n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂の
スペクトル分解は

L̂ =
∑
n

λn |φn〉〈φn| (7.2.51)
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となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.51)および 〈φn|φn′〉 = δnn′ = δmm′δnn′ を用いると
ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 = 〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 = −ω2

nun(t)

となる。
(4)(7.2.46)の一般解は un(t) = un(0) cosωnt +

u̇n(0)
ωn

sinωntである。また，完全
性関係 Î =

∑
n |φn〉〈φn|を用いると u(r, t) = 〈r|u(t)〉 =

∑
n 〈r|φn〉〈φn|u(t)〉 =∑

n un(t)φn(r)と書ける。したがって，(7.2.44)の一般解

u(r, t) =
∑
n

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn

sinωnt

)
φn(r) (7.2.52)

を得る。ここで，ωn = ckmnである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(r, 0)，∂u
∂t
(r, 0)

を用いて，

un(0) =

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

dϕφn(r)
∗u(r, 0)

u̇n(0) =

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

dϕφn(r)
∗∂u

∂t
(r, 0)

(7.2.53)

によって与えられる。

7.2.7 気体の振動 (直方体容器)

例題 24. 3次元空間の領域 Ω = {r | r = x ex + y ey + z ez, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
b, 0 ≤ z ≤ d}の直方体容器に入れた気体の圧力の振動をノイマン境界条件 (容器の
内壁 ∂Ωで気体の圧力の壁面に垂直な方向の微分を零とする)の下で考える。時刻
tにおける位置 rでの気体の圧力を u(r, t)とすると，気体の振動は波動方程式

∂2

∂t2
u(r, t) = −Lu(r, t) L = Lx +Ly +Lz

Lx = −c2
∂2

∂x2
Ly = −c2

∂2

∂y2
Lz = −c2

∂2

∂z2
n · ∇u(r, t) = 0 (r ∈ ∂Ω)

(7.2.54)
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によって記述される。ここで，nは ∂Ωの外向き単位法線ベクトルである。あるい
は，(7.2.54)は u(r, t) = 〈r|u(t)〉なる関数 |u(t)〉とエルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ = L̂x ⊗ Îy ⊗ Îz + Îx ⊗ L̂y ⊗ Îz + Îx ⊗ Îy ⊗ L̂z

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉Lx 〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉Ly 〈y| L̂z =

∫ d

0

dz |z〉Lz 〈z|

Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.2.55)

と表せる。ここで，|x〉，|y〉，|z〉は x，y，zを変数とする関数の関数空間 Vx，Vy，
Vzにおけるデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x− x′)， 〈y|y′〉 = δ(y − y′)， 〈z|z′〉 = δ(z − z′)
である。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数φn(r) = 〈r|φn〉を求めよ。ここ
で，n = (m,n, p)である。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.56)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.54)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂ = L̂x ⊗ Îy ⊗ Îz + Îx ⊗ L̂y ⊗ Îz + Îx ⊗ Îy ⊗ L̂z と表されるから，L̂の固有値
λnは L̂x，L̂y，L̂zの固有値 λm，λn，λpの和 λn = λm + λn + λpで与えられ，ま
た，L̂の固有関数 |φn〉は L̂x，L̂y，L̂z の固有関数 |Xm〉， |Yn〉， |Zp〉のテンソル
積 |φn〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉 ⊗ |Zp〉で与えられる。L̂x の固有値・固有関数は以下の
ように求められる。LxX(x) = −c2∂2xX(x) = λX(x)の一般解は k =

√
λ/cとお

くとX(x) = A sin(kx) + B cos(kx)である。X ′(0) = 0より A = 0である。さら
に，X ′(a) = 0より k = mπ

a
(m = 0, 1, 2, · · · )である。したがって，L̂xの固有値は

λm = c2k2m = m2π2c2

a2
である。BはXm(x)が正規化されるように決める。m = 0の

とき ∫ a
0
dx |B|2 = a|B|2 = 1より，B =

√
1
a
と選べばよい。m = 1, 2, · · · のとき
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∫ a
0
dx |B cos(kmz)|2 = a

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
a
と選べばよい。L̂y，L̂zの固有値・

固有関数についても同様に求められる。以上より，

固有値：λn = c2k2m + c2k2n + c2k2p 固有関数：φn(r) = Xm(x)Yn(y)Zp(z)

(7.2.57)

km =
mπ

a
kn =

nπ

b
kp =

pπ

d
(m,n, p：零または正の整数) (7.2.58)

である。
(2){ |φn〉 |n = (m,n, p), m = 0, 1, 2, · · · , n = 0, 1, 2, · · · , p = 0, 1, 2, · · · }は完全
正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
n

λn |φn〉〈φn| (7.2.59)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.59)および 〈φn|φn′〉 = δnn′ = δmm′δnn′δpp′ を用いる
と ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 = 〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 =

−ω2
nun(t)となる。

(4)(7.2.56)の一般解は，n = 0のとき u0(t) = u0(0)+ u̇0(0)tであり，n 6= 0のとき
un(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。ここで，0はn = (0, 0, 0)を意味する
ものとする。また，完全性関係 Î =

∑
n |φn〉〈φn|を用いると u(r, t) = 〈r|u(t)〉 =∑

n 〈r|φn〉〈φn|u(t)〉 =
∑

n un(t)φn(r)と書ける。したがって，(7.2.54)の一般解

u(r, t) = (u0(0) + u̇0(0)t)φ0(r) +
∑
n( ̸=0)

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn

sinωnt

)
φn(r)

(7.2.60)

を得る。ここで，ωn = c
√
k2m + k2n + k2pである。初期条件un(0)，̇un(0)は，u(r, 0)，

∂u
∂t
(r, 0)を用いて，

un(0) =

∫ a

0

dx

∫ b

0

dy

∫ d

0

dz φn(r)
∗u(r, 0)

u̇n(0) =

∫ a

0

dx

∫ b

0

dy

∫ d

0

dz φn(r)
∗∂u

∂t
(r, 0)

(7.2.61)

によって与えられる。ただし，u(r, t)は気体の圧力であるから，u̇0(0) = 0でなけ
ればならない。
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7.2.8 気体の振動 (円筒容器)

例題 25. 3次元空間の領域Ω = {r | r = ρ cosϕ ex+ρ sinϕ ey+z ez, 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤
ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d}の円筒容器に入れた気体の圧力の振動をノイマン境界条件 (容
器の内壁 ∂Ωで気体の圧力の壁面に垂直な方向の微分を零とする)の下で考える。
時刻 tにおける位置 rでの気体の圧力を u(r, t)とすると，気体の振動は波動方程式

∂2

∂t2
u(r, t) = −Lu(r, t) L = c2

(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z

)
+Lz

lz = −i
∂

∂ϕ
Lz = −c2

∂2

∂z2
n · ∇u(r, t) = 0 (r ∈ ∂Ω)

(7.2.62)

によって記述される。ここで，nは ∂Ωの外向き単位法線ベクトルである。あるい
は，(7.2.62)は u(r, t) = 〈r|u(t)〉なる関数 |u(t)〉とエルミート演算子 L̂を用いて
∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉 L̂ = L̂ρϕ ⊗ Îz + Îρ ⊗ Îϕ ⊗ L̂z

L̂ρϕ = c2
(∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

)
l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| L̂z =

∫ d

0

dz |z〉Lz 〈z|

Îρ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉〈ρ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.2.63)

と表せる。ここで， |ρ〉は ρを変数とする関数の関数空間 Vρ(重み関数：ρ)におけ
るデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1

ρ
δ(ρ− ρ′)，|ϕ〉は ϕを変数とする関数の関数空間 Vϕにおけ

るデルタ関数 〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ− ϕ′)， |z〉は zを変数とする関数の関数空間 Vzにおけ
るデルタ関数 〈z|z′〉 = δ(z − z′)である5。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数φn(r) = 〈r|φn〉を求めよ。ここ
で，n = (m,n, p)である。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.64)

を満たすことを示せ。
5重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ

さい。
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(4) (7.2.62)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vρ ⊗ Vϕの演算子 L̂ρϕと Vz の恒等演算子 Îz のテンソル積 L̂ρϕ ⊗ Îz と Vρϕ
の恒等演算子 Îρ ⊗ Îϕと Vz の演算子 L̂z のテンソル積 Îρ ⊗ Îϕ ⊗ L̂z の和として表
される。したがって，L̂の固有値 λnは L̂ρϕの固有値 λmnと L̂z の固有値 λpの和
λn = λmn + λpで与えられ，また，L̂の固有関数 |φn〉は L̂ρϕの固有関数 |χmn〉と
L̂zの固有関数 |Zp〉のテンソル積 |φn〉 = |χmn〉 ⊗ |Zp〉で与えられる。L̂zの固有
値・固有関数は以下のように求められる。LzZ(z) = −c2∂2zZ(z) = λZ(z)の一般解
は k =

√
λ/cとおくとZ(z) = A sin(kz) +B cos(kz)である。Z ′(0) = 0よりA = 0

である。さらに，Z ′(d) = 0より k = pπ
d
(p = 0, 1, 2, · · · )である。したがって，L̂z

の固有値は λp = c2k2p = p2π2c2

d2
である。Bは Zp(z)が正規化されるように決める。

p = 0のとき ∫ d
0
dz |B|2 = d|B|2 = 1より，B =

√
1
d
と選べばよい。p = 1, 2, · · · の

とき ∫ d
0
dz |B cos(kpz)|2 = d

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
d
と選べばよい。次に L̂ρϕの固

有値・固有関数を求める。[ l̂z, L̂ρϕ ] = 0であるから，l̂z と L̂ρϕは同時対角化可能
である。l̂zは角運動量演算子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関
数はΦm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 = 1√

2π
eimϕである。l̂zの固有値mに対応する Vϕにおける l̂z

の固有空間をWm = span( |Φm〉)として，Vρ⊗Wmにおける L̂ρϕの固有値問題を考
える。 〈r|χmn〉 = R(ρ)Φm(ϕ)とすると，R(ρ)は

c2
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.2.65)

を満たす。k =
√
λ/c，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.2.65)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.2.66)

と書ける。(7.2.66)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル関数
Jm(ζ)で与えられる。境界条件R′(a) = 0より，kは J ′

m(ζ)の零点 j′mnから決まる。
ここで，J ′

m(j
′
mn) = 0 (n = 1, 2, · · · )の根として j′01 = 0を含めるものとする。よっ

てRmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)である。正規化因子Amnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，

(m,n) = (0, 1)のときA01 =
√

2
a2
，(m,n) 6= (0, 1)のときAmn =

√
2

(1−m2/j′2mn)Jm(j′mn)
2a2

と選ぶ。以上より，

固有値：λn = c2k2mn + c2k2p 固有関数：φn(r) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ)Zp(z)

(7.2.67)
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kmn =
j′mn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) kp =
pπ

d
(p = 0, 1, 2, · · · ) (7.2.68)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
(2){ |φn〉 |n = (m,n, p), m：整数, n = 1, 2, · · · , p = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系
であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
n

λn |φn〉〈φn| (7.2.69)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.69)および 〈φn|φn′〉 = δnn′ = δmm′δnn′δpp′ を用いる
と ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 = 〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 =

−ω2
nun(t)となる。

(4)(7.2.64)の一般解は，n = 0のとき u0(t) = u0(0)+ u̇0(0)tであり，n 6= 0のとき
un(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。ここで，0はn = (0, 1, 0)を意味する
ものとする。また，完全性関係 Î =

∑
n |φn〉〈φn|を用いると u(r, t) = 〈r|u(t)〉 =∑

n 〈r|φn〉〈φn|u(t)〉 =
∑

n un(t)φn(r)と書ける。したがって，(7.2.62)の一般解

u(r, t) = (u0(0) + u̇0(0)t)φ0(r) +
∑
n( ̸=0)

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn

sinωnt

)
φn(r)

(7.2.70)

を得る。ここで，ωn = c
√
k2mn + k2p である。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(r, 0)，

∂u
∂t
(r, 0)を用いて，

un(0) =

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ d

0

dz φn(r)
∗u(r, 0)

u̇n(0) =

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ d

0

dz φn(r)
∗∂u

∂t
(r, 0)

(7.2.71)

によって与えられる。ただし，u(r, t)は気体の圧力であるから，u̇0(0) = 0でなけ
ればならない。

7.2.9 気体の振動 (球形容器)

例題 26. 3次元空間の領域Ω = {r | r = r sin θ cosϕ ex+r sin θ sinϕ ey+r cos θ ez, 0 ≤
r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}の球形容器に入れた気体の圧力の振動をノイマン境
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界条件 (容器の内壁 ∂Ωで気体の圧力の壁面に垂直な方向の微分を零とする)の下
で考える。時刻 tにおける位置 rでの気体の圧力を u(r, t)とすると，気体の振動
は波動方程式

∂2

∂t2
u(r, t) = −Lu(r, t) L = c2

(
− 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2
l2

)
l2 = −

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
∂u

∂r
(r, t) = 0 (r = a)

(7.2.72)

によって記述される。あるいは，(7.2.72)は u(r, t) = 〈r|u(t)〉なる関数 |u(t)〉と
エルミート演算子 L̂を用いて

∂2

∂t2
|u(t)〉 = −L̂ |u(t)〉

L̂ = c2
(∫ a

0

r2dr |r〉
(
− 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r

)
〈r| ⊗ Îθϕ +

∫ a

0

r2dr |r〉 1
r2
〈r| ⊗ l̂2

)
Îθϕ =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ |θϕ〉〈θϕ| l̂2 =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ |θϕ〉l2 〈θϕ|

(7.2.73)

と表せる。ここで， |r〉は rを変数とする関数の関数空間 Vr(重み関数：r2)におけ
るデルタ関数 〈r|r′〉 = 1

r2
δ(r − r′)であり，また， |θϕ〉 = |θ〉 ⊗ |ϕ〉は θと ϕを変

数とする関数の関数空間 Vθϕ = Vθ ⊗ Vϕ(Vθの重み関数：sin θ)におけるデルタ関数
〈θϕ|θ′ϕ′〉 = 〈θ|θ′〉〈ϕ|ϕ′〉 = 1

sin θ
δ(θ − θ′)δ(ϕ− ϕ′)である6。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値 λnおよび正規化された固有関数φn(r) = 〈r|φn〉を求めよ。ここ
で，n = (l, n,m)である。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) un(t) = 〈φn|u(t)〉，ωn =
√
λnとおくと，un(t)は

ün(t) = −ω2
nun(t) (7.2.74)

を満たすことを示せ。

(4) (7.2.72)の一般解を求めよ。

6重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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[ 解答 ]

(1)角運動量演算子 l̂の z成分を l̂zとすると，[ l̂2, l̂z ] = 0，[ l̂2, L̂ ] = 0，[ l̂z, L̂ ] = 0

であるから，l̂2，l̂z，L̂は同時対角化可能である。l̂2と l̂zの共通の固有関数は球面
調和関数 Ylm(θ, ϕ) = 〈θϕ|lm〉であり，l̂2の固有値は l(l+ 1) (l = 0, 1, 2, · · · )，l̂zの
固有値はm (m = −l,−l+1, · · · , l− 1, l)である。l̂2，l̂zの固有値 l，mに対応する
Vθϕにおける l̂2と l̂zの共通の固有空間をWlm = span( |lm〉)として，Vr ⊗Wlmに
おける L̂の固有値問題を考える。 〈r|φn〉 = R(r)Ylm(θ, ϕ)とすると，R(r)は

c2
(
− 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+
l(l + 1)

r2

)
R(r) = λR(r) (7.2.75)

を満たす。k =
√
λ/c，ζ = kr，y(ζ) = R(r)とおくと，(7.2.75)は

d2

dζ2
y +

2

ζ

d

dζ
y +

(
1− l(l + 1)

ζ2

)
y = 0 (7.2.76)

と書ける。(7.2.76)の原点で正則な解は球ベッセル関数 jl(ζ)で与えられる。境界
条件R′(a) = 0より，kは j′l(ζ)の零点 α′

lnから決まる。ここで，j′l(α′
ln) = 0 (n =

1, 2, · · · )の根としてα′
01 = 0を含めるものとする。よってRln(r) = Alnjl(klnr)であ

る。正規化因子Alnは
∫ a
0
r2dr |Rln(r)|2 = 1より，(l, n) = (0, 1)のときA01 =

√
3
a3
，

(l, n) 6= (0, 1)のときAln =
√

2
(1−l(l+1)/α′2

ln))jl(α
′
ln)

2a3
と選ぶ。以上より，

固有値：λn = c2k2ln 固有関数：φn(r) = Alnjl(klnr)Ylm(θ, ϕ) (7.2.77)

kln =
α′
ln

a
(l = 0, 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · , m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l)

(7.2.78)

である。
(2){ |φn〉 |n = (l, n,m), l = 0, 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · , m = −l,−l+1, · · · , l− 1, l}
は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
n

λn |φn〉〈φn| (7.2.79)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.2.79)および 〈φn|φn′〉 = δnn′ = δll′δnn′δmm′ を用いる
と ün(t) = ∂2t 〈φn|u(t)〉 = 〈φn| ∂2t |u(t)〉 = −〈φn|L̂|u(t)〉 = −λn 〈φn|u(t)〉 =
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−ω2
nun(t)となる。

(4)(7.2.74)の一般解は，n = 0のとき u0(t) = u0(0)+ u̇0(0)tであり，n 6= 0のとき
un(t) = un(0) cosωnt+

u̇n(0)
ωn

sinωntである。ここで，0はn = (0, 1, 0)を意味する
ものとする。また，完全性関係 Î =

∑
n |φn〉〈φn|を用いると u(r, t) = 〈r|u(t)〉 =∑

n 〈r|φn〉〈φn|u(t)〉 =
∑

n un(t)φn(r)と書ける。したがって，(7.2.72)の一般解

u(r, t) = (u0(0) + u̇0(0)t)φ0(r) +
∑
n( ̸=0)

(
un(0) cosωnt+

u̇n(0)

ωn

sinωnt

)
φn(r)

(7.2.80)

を得る。ここで，ωn = cklnである。初期条件 un(0)，u̇n(0)は，u(r, 0)，∂u
∂t
(r, 0)

を用いて，

un(0) =

∫ a

0

r2dr

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕφn(r)
∗u(r, 0)

u̇n(0) =

∫ a

0

r2dr

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕφn(r)
∗∂u

∂t
(r, 0)

(7.2.81)

によって与えられる。ただし，u(r, t)は気体の圧力であるから，u̇0(0) = 0でなけ
ればならない。

7.3 電磁気学
7.3.1 サイクロトロン運動
例題 27. xy平面上で運動する質量m，電荷 qの粒子を考える。粒子は z軸に平行
にかけられた一様な磁場B = B ezの下で運動する。このとき，粒子の運動は連立
微分方程式 {

mv̇x = qBvy

mv̇y = −qBvx
(7.3.1)

によって記述される。このような一様磁場の下で荷電粒子の行う運動をサイクロ
トロン運動という。(7.3.1)は歪エルミート行列Aを用いて

v̇ = Av v =

[
vx
vy

]
A =

[
0 ωc

−ωc 0

]
(7.3.2)

と表せる。ここで，v = v(t)は時刻 tにおける粒子の速度ベクトルであり，ωc =

qB/mはサイクロトロン振動数である。以下の問いに答えよ。
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(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) u1 = p†
1v，u2 = p†

2vとおくと，u1，u2は

u̇1 = λ1u1 u̇2 = λ2u2 (7.3.3)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.1)の一般解を求めよ。

(5) 時刻 tにおける粒子の位置座標 x(t)，y(t)を求めよ。

[ 解答 ]

(1)|A− λI2| = λ2 + ω2
c = (λ− iωc)(λ+ iωc) = 0より，

λ1 = iωc λ2 = −iωc (7.3.4)

である。λ = λ1のとき，[
−iωc ωc

−ωc −iωc

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p1 =

1√
2

[
1

i

]
(7.3.5)

ととれる。λ = λ2のとき，[
iωc ωc

−ωc iωc

][
c1
c2

]
=

[
0

0

]
⇒ p2 =

1√
2

[
1

−i

]
(7.3.6)

ととれる。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.3.7)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および u1 = p†

1v，u2 = p†
2v より v = I2v =

p1p
†
1v+p2p

†
2v = u1p1+u2p2であるから，̇v = u̇1p1+u̇2p2と表せる。一方，Aのスペ

クトル分解 (7.3.7)を用いるとAv = λ1p1p
†
1v+λ2p2p

†
2v = λ1u1p1+λ2u2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̇u1 = λ1u1 = iωcu1，
u̇2 = λ2u2 = −iωcu2を得る。
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(4)(7.3.3)の一般解は u1(t) = u1(0)e
iωct，u2(t) = u2(0)e

−iωctであるから，(7.3.2)の
一般解は

v(t) = u1(t)p1 + u2(t)p2 (7.3.8)

と書ける。したがって，(7.3.1)の一般解は{
vx(t) =

1√
2
(u1(t) + u2(t))

vy(t) =
i√
2
(u1(t)− u2(t))

(7.3.9)

である。初期条件 u1(0) = p†
1v(0)，u2(0) = p†

2v(0)は vx(0)，vy(0)を用いて，

u1(0) =
1√
2
(vx(0)− ivy(0)) u2(0) =

1√
2
(vx(0) + ivy(0)) (7.3.10)

によって与えられるから，(7.3.9)は{
vx(t) = vx(0) cosωct+ vy(0) sinωct

vy(t) = −vx(0) sinωct+ vy(0) cosωct
(7.3.11)

と表せる。
(5)(7.3.11)を tについて積分することにより，{

x(t) = x(0) + vx(0)
ωc

sinωct− vy(0)

ωc
(cosωct− 1)

y(t) = y(0) + vx(0)
ωc

(cosωct− 1) + vy(0)

ωc
sinωct

(7.3.12)

を得る。(7.3.12)より，(
x(t)− x(0)− vy(0)

ωc

)2

+

(
y(t)− y(0) + vx(0)

ωc

)2

=
vx(0)

2 + vy(0)
2

ω2
c

(7.3.13)

となるから，粒子の軌道は半径 rc = v(0)/|ωc|の円である。rcをサイクロトロン半
径という。

7.3.2 LC回路 (1)

例題 28. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC回路の電気振動を考える。
電流 I1 = I1(t)，I2 = I2(t)は連立微分方程式
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L1Ï1 = −
(

1
C0

+ 1
C1

)
I1 +

1
C0
I2

L2Ï2 =
1
C0
I1 −

(
1
C0

+ 1
C2

)
I2

(7.3.14)

を満たす。あるいは，(7.3.14)はJ =
√
LIとエルミー

ト行列Aを用いて

J̈ = AJ J =

[
J1
J2

]
=

[√
L1I1√
L2I2

]
I =

[
I1
I2

]
√
L =

[√
L1 0

0
√
L2

]
1

C
=

[
1
C0

+ 1
C1

− 1
C0

− 1
C0

1
C0

+ 1
C2

]

A = − 1√
L

1

C

1√
L

=

− 1
L1

(
1
C0

+ 1
C1

)
1√

L1L2C0

1√
L1L2C0

− 1
L2

(
1
C0

+ 1
C2

)
(7.3.15)

と表せる。以下の問いに答えよ。
(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。
(2) Aのスペクトル分解を求めよ。
(3) j1 = p†

1J，j2 = p†
2J，ω1 =

√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，j1，j2は

j̈1 = −ω2
1j1 j̈2 = −ω2

2j2 (7.3.16)

を満たすことを示せ。
(4) (7.3.14)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル (3.3.61)を用いると，δ =

−(1
2
( 1
L1
( 1
C0

+ 1
C1
)− 1

L2
( 1
C0

+ 1
C2
))，∆ =

√
δ2 + 1

L1L2C2
0
として，

λ1 = −
(
1

2

(
1

L1

(
1

C0

+
1

C1

)
+

1

L2

(
1

C0

+
1

C2

))
−∆

)
λ2 = −

(
1

2

(
1

L1

(
1

C0

+
1

C1

)
+

1

L2

(
1

C0

+
1

C2

))
+∆

) (7.3.17)

である。固有値 λ1，λ2に属する固有ベクトル p1，p2は

p1 =

[
u

v

]
p2 =

[
−v
u

]
(7.3.18)
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ととれる。ここで，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
(7.3.19)

である。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は
A = λ1p1p

†
1 + λ2p2p

†
2 (7.3.20)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および j1 = p†

1J，j2 = p†
2J より J = I2J =

p1p
†
1J+p2p

†
2J = j1p1+j2p2であるから，̈J = j̈1p1+j̈2p2と表せる。一方，Aのスペ

クトル分解 (7.3.20)を用いるとAJ = λ1p1p
†
1J+λ2p2p

†
2J = λ1j1p1+λ2j2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈j1 = λ1j1 = −ω2
1j1，

j̈2 = λ2j2 = −ω2
2j2を得る。

(4)(7.3.16)の一般解は j1(t) = j1(0) cosω1t +
j̇1(0)
ω1

sinω1t，j2(t) = j2(0) cosω2t +
j̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.3.15)の一般解は

I(t) =
1√
L
(j1(t)p1 + j2(t)p2) (7.3.21)

と書ける。したがって，(7.3.14)の一般解は{
I1(t) =

1√
L1
(uj1(t)− vj2(t))

I2(t) =
1√
L2
(vj1(t) + uj2(t))

(7.3.22)

である。初期条件 j1(0) = p†
1J(0)，j2(0) = p†

2J(0)，̇j1(0) = p†
1J̇(0)，̇j2(0) = p†

2J̇(0)

は I1(0)，I2(0)，İ1(0)，İ2(0)を用いて，
j1(0) = u

√
L1I1(0) + v

√
L2I2(0) j2(0) = −v

√
L1I1(0) + u

√
L2I2(0)

j̇1(0) = u
√
L1İ1(0) + v

√
L2İ2(0) j̇2(0) = −v

√
L1İ1(0) + u

√
L2İ2(0)

(7.3.23)

によって与えられる。

7.3.3 LC回路 (2)

例題 29. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC回路の電気振動を考える。
電流 I1 = I1(t)，I2 = I2(t)は連立微分方程式

308



{
(L0 + L1)Ï1 + L0Ï2 = − 1

C1
I1

L0Ï1 + (L0 + L2)Ï2 = − 1
C2
I2

(7.3.24)

を満たす。あるいは，(7.3.24)はJ = 1√
C
Iとエルミー

ト行列Aを用いて

J̈ = AJ J =

[
J1
J2

]
=

[
1√
C1
I1

1√
C2
I2

]
I =

[
I1
I2

]
1√
C

=

[
1√
C1

0

0 1√
C2

]
L =

[
L0 + L1 L0

L0 L0 + L2

]

A = − 1√
C
L−1 1√

C
=

1

detL

[
−L0+L2

C1

L0√
C1C2

L0√
C1C2

−L0+L1

C2

] (7.3.25)

と表せる。ここで，detL = L1L2 + (L1 + L2)L0である。以下の問いに答えよ。
(1) Aの固有値 λ1，λ2および正規化された固有ベクトル p1，p2を求めよ。

(2) Aのスペクトル分解を求めよ。

(3) j1 = p†
1J，j2 = p†

2J，ω1 =
√
−λ1，ω2 =

√
−λ2とおくと，j1，j2は

j̈1 = −ω2
1j1 j̈2 = −ω2

2j2 (7.3.26)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.24)の一般解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)2行 2列のエルミート行列の固有値・固有ベクトル (3.3.61)を用いると，δ =

− 1
2 detL

(L0+L2

C1
− L0+L1

C2
)，∆ =

√
δ2 +

L2
0

(detL)2C1C2
として，

λ1 = −
(

1

2 detL

(
L0 + L2

C1

+
L0 + L1

C2

)
−∆

)
λ2 = −

(
1

2 detL

(
L0 + L2

C1

+
L0 + L1

C2

)
+∆

) (7.3.27)

である。固有値 λ1，λ2に属する固有ベクトル p1，p2は

p1 =

[
u

v

]
p2 =

[
−v
u

]
(7.3.28)
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ととれる。ここで，

u =

√
1

2

(
1 +

δ

∆

)
v =

√
1

2

(
1− δ

∆

)
(7.3.29)

である。
(2){p1,p2}は正規直交基底であるから，その双対基底は {p†

1,p
†
2}である。したがっ

て，λ1，λ2，p1，p2を用いると，Aのスペクトル分解は

A = λ1p1p
†
1 + λ2p2p

†
2 (7.3.30)

となる。
(3)完全性関係 I2 = p1p

†
1 + p2p

†
2 および j1 = p†

1J，j2 = p†
2J より J = I2J =

p1p
†
1J+p2p

†
2J = j1p1+j2p2であるから，̈J = j̈1p1+j̈2p2と表せる。一方，Aのスペ

クトル分解 (7.3.30)を用いるとAJ = λ1p1p
†
1J+λ2p2p

†
2J = λ1j1p1+λ2j2p2と表せ

る。したがって，これらのp1，p2の係数を比較することにより，̈j1 = λ1j1 = −ω2
1j1，

j̈2 = λ2j2 = −ω2
2j2を得る。

(4)(7.3.26)の一般解は j1(t) = j1(0) cosω1t +
j̇1(0)
ω1

sinω1t，j2(t) = j2(0) cosω2t +
j̇2(0)
ω2

sinω2tであるから，(7.3.25)の一般解は

I(t) =
√
C(j1(t)p1 + j2(t)p2) (7.3.31)

と書ける。したがって，(7.3.24)の一般解は{
I1(t) =

√
C1(uj1(t)− vj2(t))

I2(t) =
√
C2(vj1(t) + uj2(t))

(7.3.32)

である。初期条件 j1(0) = p†
1J(0)，j2(0) = p†

2J(0)，̇j1(0) = p†
1J̇(0)，̇j2(0) = p†

2J̇(0)

は I1(0)，I2(0)，İ1(0)，İ2(0)を用いて，

j1(0) =
u√
C1

I1(0) +
v√
C2

I2(0) j2(0) = −
v√
C1

I1(0) +
u√
C2

I2(0)

j̇1(0) =
u√
C1

İ1(0) +
v√
C2

İ2(0) j̇2(0) = −
v√
C1

İ1(0) +
u√
C2

İ2(0)
(7.3.33)

によって与えられる。

7.3.4 LC伝送線路 (1)

例題 30. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC伝送線路の電気振動を周期
的境界条件の下で考える。伝送線路はN 個のユニットからなり，1つのユニット
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の長さは aである。n番目のユニットの電流を In = In(t)とすると，Inは連立微
分方程式

LÏn =
1

Cα
In−1 −

(
2

Cα
+

1

Cβ

)
In +

1

Cα
In+1 (7.3.34)

を満たす。あるいは，(7.3.34)はN次元列ベクトル I

とN 次エルミート行列Aを用いて

Ï = AI I =
∑
n

Inen In = e†
nI (7.3.35)

と表せる。ここで，{en |n = 1, · · · , N}はN 次元列ベクトル空間の標準基底であ
る。以下の問いに答えよ。

(1) Aは

A =
∑
n

(
1

LCα
ene

†
n−1 −

(
2

LCα
+

1

LCβ

)
ene

†
n +

1

LCα
ene

†
n+1

)
(7.3.36)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
n

ene
†
n+1 (7.3.37)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika 固有ベクトル：lk =
1√
N

∑
n

eiknaen

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.3.38)

で与えられることを示せ。

(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.3.39)

が成り立つことを示せ。
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(5) Aの固有値 λkおよび電気振動の振動数 ωk =
√
−λkを求めよ。また，電気振

動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは−π/a ≤ k ≤ π/aに
とるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.3.34)より，Ï =
∑

n Ïnen =
∑

n enÏn =
∑

n en(
1

LCα
In−1 − ( 2

LCα
+ 1

LCβ
)In +

1
LCα

In+1) =
∑

n en(
1

LCα
e†
n−1I − ( 2

LCα
+ 1

LCβ
)e†

nI + 1
LCα

e†
n+1I) =

∑
n(

1
LCα

ene
†
n−1 −

( 2
LCα

+ 1
LCβ

)ene
†
n +

1
LCα

ene
†
n+1)Iとなる。したがって，(7.3.36)が示された。

(2)U † =
∑

n en+1e
†
nより，UU † =

∑
n

∑
n′ ene

†
n+1en′+1e

†
n′ =

∑
n

∑
n′ enδnn′e†

n′ =∑
n ene

†
n = I となる。同様に U †U = I も示せる。したがって，U † = U−1，つま

り，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，(3.3.79)の Ĉ†の
固有値・固有ベクトルを適用することにより，(7.3.38)を得る。
(4)A = 1

LCα
U † − ( 2

LCα
+ 1

LCβ
)I + 1

LCα
U と書けるから，(7.3.39)は明らかに成り立

つ。
(5)[U,A ] = Oより，UとAは同時対角化可能である。Uの固有値に重根はないか
ら，Uの固有ベクトル lkはAの固有ベクトルにもなっている。実際，Alk = ( 1

LCα
U †−

( 2
LCα

+ 1
LCβ

)I + 1
LCα

U)lk = 1
LCα

U †lk − ( 2
LCα

+ 1
LCβ

)lk +
1

LCα
U lk = 1

LCα
e−ikalk −

( 2
LCα

+ 1
LCβ

)lk +
1

LCα
eikalk = ( 1

LCα
e−ika − ( 2

LCα
+ 1

LCβ
) + 1

LCα
eika)lk = (−( 2

LCα
+

1
LCβ

) + 2
LCα

cos ka)lk = −( 4
LCα

sin2 ka
2
+ 1

LCβ
)lkより，lkはAの固有値

λk = −( 4
LCα

sin2 ka
2
+ 1

LCβ
)に属する固有ベクトルであ

る。したがって，電気振動の振動数 ωk =
√
−λkは

ωk =

√
4

LCα
sin2 ka

2
+

1

LCβ
(7.3.40)

となる。Cβ/Cα = 1, 2, 4, 8,∞として電気振動のスペ
クトルを描くと図のようになる。

7.3.5 LC伝送線路 (2)

例題 31. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC伝送線路の電気振動を周期
的境界条件の下で考える。伝送線路はN 個のユニットからなり，1つのユニット
の長さは aである。n番目のユニットの電流を In = In(t)とすると，Inは連立微
分方程式
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−LαÏn−1 + (2Lα + Lβ)Ïn − LαÏn+1 = −
1

C
In

(7.3.41)

を満たす。あるいは，(7.3.41)はN次元列ベクトル I

とN 次エルミート行列Aの逆行列A−1を用いて

A−1Ï = I I =
∑
n

Inen In = e†
nI (7.3.42)

と表せる。ここで，{en |n = 1, · · · , N}はN 次元列ベクトル空間の標準基底であ
る。以下の問いに答えよ。
(1) A−1は

A−1 =
∑
n

(
LαCene

†
n−1 − (2LαC + LβC)ene

†
n + LαCene

†
n+1

)
(7.3.43)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
n

ene
†
n+1 (7.3.44)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika 固有ベクトル：lk =
1√
N

∑
n

eiknaen

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.3.45)

で与えられることを示せ。

(4) U，A−1について

UA−1U † = A−1 つまり [U,A−1 ] = O (7.3.46)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λkおよび電気振動の振動数 ωk =
√
−λkを求めよ。また，電気振

動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトル kは−π/a ≤ k ≤ π/aに
とるものとする。
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[ 解答 ]

(1)(7.3.41)より，I =
∑

n Inen =
∑

n enIn =
∑

n en(LαCÏn−1− (2LαC+LβC)Ïn+

LαCÏn+1) =
∑

n en(LαCe
†
n−1Ï−(2LαC+LβC)e†

nÏ+LαCe
†
n+1Ï) =

∑
n(LαCene

†
n−1−

(2LαC + LβC)ene
†
n + LαCene

†
n+1)Ïとなる。したがって，(7.3.43)が示された。

(2)U † =
∑

n en+1e
†
nより，UU † =

∑
n

∑
n′ ene

†
n+1en′+1e

†
n′ =

∑
n

∑
n′ enδnn′e†

n′ =∑
n ene

†
n = I となる。同様に U †U = I も示せる。したがって，U † = U−1，つま

り，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，(3.3.79)の Ĉ†の
固有値・固有ベクトルを適用することにより，(7.3.45)を得る。
(4)A−1 = LαCU

†− (2LαC +LβC)I +LαCUと書けるから，(7.3.46)は明らかに成
り立つ。
(5)[U,A−1 ] = O より，U と A−1 は同時対角化可能である。U の固有値に重根
はないから，U の固有ベクトル lkはA−1の固有ベクトルにもなっている。実際，
A−1lk = (LαCU

† − (2LαC + LβC)I + LαCU)lk = LαCU
†lk − (2LαC + LβC)lk +

LαCU lk = LαCe
−ikalk − (2LαC + LβC)lk + LαCe

ikalk = (LαCe
−ika − (2LαC +

LβC)+LαCe
ika)lk = −(2LαC+LβC−2LαC cos ka)lk = −(4LαC sin2 ka

2
+LβC)lk

より，lkはA−1の固有値 1/λk = −(4LαC sin2 ka
2
+ LβC)に属する固有ベクトルで

ある。したがって，Aの固有値 λkは λk = −1/(4LαC sin2 ka
2
+ LβC)であり，ま

た，電気振動の振動数 ωk =
√
−λkは

ωk =
1√

4LαC sin2 ka
2
+ LβC

(7.3.47)

となる。Lβ/Lα = 0, 1/8, 1/4, 1/2, 1として電気振動
のスペクトルを描くと図のようになる。

7.3.6 LC伝送線路 (3)

例題 32. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC伝送線路の電気振動を周期
的境界条件の下で考える。伝送線路はN 個のユニットからなり，1つのユニット
の長さは aである。n番目のユニットの状態を電流 Iαn = Iαn(t)，Iβn = Iβn(t)に
よって表すと，Iαn，Iβnは連立微分方程式
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LαÏαn = 1
Cα
Iβn−1 −

(
1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)
Iαn +

1
Cβ
Iβn

Lβ Ïβn = 1
Cβ
Iαn −

(
1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ

)
Iβn +

1
Cα
Iαn+1

(7.3.48)

を満たす。あるいは，(7.3.48)は 2N 次元列ベクトル
J と 2N 次エルミート行列Aを用いて

J̈ = AJ J =
∑
n

(Jαneαn + Jβneβn) Jαn = e†
αnJ Jβn = e†

βnJ

(7.3.49)

と表せる。ここで，Jαn =
√
LαIαn，Jβn =

√
LβIβnであり，また，{eαn, eβn |n =

1, · · · , N}は 2N 次元列ベクトル空間の標準基底である。以下の問いに答えよ。

(1) Aは

A =
∑
n

(
1√

LαLβCα
eαne

†
βn−1 −

1

Lα

(
1

Cα
+

1

Cβ
+

1

Cγ

)
eαne

†
αn +

1√
LαLβCβ

eαne
†
βn

+
1√

LαLβCβ
eβne

†
αn −

1

Lβ

(
1

Cα
+

1

Cβ
+

1

Cδ

)
eβne

†
βn +

1√
LαLβCα

eβne
†
αn+1

)
(7.3.50)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
n

(
eαne

†
αn+1 + eβne

†
βn+1

)
(7.3.51)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika (重根) 固有ベクトル：
{
lαk =

1√
N

∑
n e

iknaeαn

lβk =
1√
N

∑
n e

iknaeβn

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.3.52)

で与えられることを示せ。
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(4) U，Aについて

UAU † = A つまり [U,A ] = O (7.3.53)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λ±kおよび電気振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，電

気振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトルkは−π/a ≤ k ≤ π/a

にとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.3.48)より，J̈αn = 1√
LαLβCα

Jβn−1− 1
Lα

( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)Jαn+
1√

LαLβCβ
Jβn，J̈βn =

1√
LαLβCβ

Jαn− 1
Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)Jβn+

1√
LαLβCα

Jαn+1であるから，̈J =
∑

n(J̈αneαn+

J̈βneβn) =
∑

n(eαnJ̈αn+eβnJ̈βn) =
∑

n(eαn(
1√

LαLβCα
Jβn−1− 1

Lα
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)Jαn+

1√
LαLβCβ

Jβn) + eβn(
1√

LαLβCβ
Jαn − 1

Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)Jβn + 1√

LαLβCα
Jαn+1)) =∑

n(eαn(
1√

LαLβCα
e†
βn−1J− 1

Lα
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)e†
αnJ+

1√
LαLβCβ

e†
βnJ)+eβn(

1√
LαLβCβ

e†
αnJ−

1
Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)e†

βnJ + 1√
LαLβCα

e†
αn+1J)) =

∑
n(

1√
LαLβCα

eαne
†
βn−1 − 1

Lα
( 1
Cα

+

1
Cβ

+ 1
Cγ

)eαne
†
αn+

1√
LαLβCβ

eαne
†
βn+

1√
LαLβCβ

eβne
†
αn− 1

Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)eβne

†
βn+

1√
LαLβCα

eβne
†
αn+1)J となる。したがって，(7.3.50)が示された。

(2)U † =
∑

n(eαn+1e
†
αn+eβn+1e

†
βn)より，UU † =

∑
n

∑
n′(eαne

†
αn+1+eβne

†
βn+1)(eαn′+1e

†
αn′+

eβn′+1e
†
βn′) =

∑
n(eαne

†
αn + eβne

†
βn) = Iとなる。同様にU †U = Iも示せる。した

がって，U † = U−1，つまり，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，電流 αと電流 β

のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適用することにより，
(7.3.52)を得る。
(4)Ueτne

†
τ ′n′U † = eτn−1e

†
τ ′n′−1 (τ, τ

′ = α, β)となるから，(7.3.53)は明らかに成り
立つ。
(5)[U,A ] = Oより，U と Aは同時対角化可能である。U の固有値 eikaは重根で
あるか，ら j2次元の部分空間Wk = span(lαk, lβk)におけるAの固有値問題を解け
ばよい。(7.3.50)を lαk，lβkに作用させると
Alαk = − 1

Lα
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)lαk +
1√

LαLβCβ
lβk +

1√
LαLβCα

eikalβk = −a lαk +∆∗
klβk

Alβk =
1√

LαLβCβ
lαk +

1√
LαLβCα

e−ikalαk − 1
Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)lβk = ∆klαk − b lβk

(7.3.54)

316



となる。ここで，a = 1
Lα

( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cγ

)，b = 1
Lβ
( 1
Cα

+ 1
Cβ

+ 1
Cδ
)，∆k =

1√
LαLβ

( 1
Cβ

+

1
Cα
e−ika)とおいた。したがって，Wkにおける正規直交基底 {lαk, lβk}によるAの

行列表現Akは

Ak =

[
−a ∆k

∆∗
k −b

]
(7.3.55)

となる。Akの固有値は λ±k = −(1
2
(a + b) ±

√
(1
2
(a− b))2 + |∆k|2)である。ここ

で，|∆k|2 = 1
LαLβ

(( 1
Cβ

+ 1
Cα

cos ka)2 + 1
C2
α
sin2 ka)である。したがって，電気振動

の振動数 ω±k =
√
−λ±kは

ω±k =

√√√√√1

2
(a+ b)±

√√√√(1

2
(a− b)

)2

+
1

LαLβ

((
1

Cβ
+

1

Cα
cos ka

)2

+
1

C2
α

sin2 ka

)
(7.3.56)

となる。Lβ/Lα = 2，Cβ/Cα = 1，Cγ/Cα = Cδ/Cα =

∞として電気振動のスペクトルを描くと図のように
なる。

7.3.7 LC伝送線路 (4)

例題 33. 図のようにコイルとコンデンサからなる LC伝送線路の電気振動を周期
的境界条件の下で考える。伝送線路はN 個のユニットからなり，1つのユニット
の長さは aである。n番目のユニットの状態を電流 Iαn = Iαn(t)，Iβn = Iβn(t)に
よって表すと，Iαn，Iβnは連立微分方程式
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LαÏβn−1 − (Lα + Lβ + Lγ)Ïαn + Lβ Ïβn = 1
Cα
Iαn

Lβ Ïαn − (Lα + Lβ + Lδ)Ïβn + LαÏαn+1 =
1
Cβ
Iβn

(7.3.57)

を満たす。あるいは，(7.3.57)は 2N 次元列ベクトル
J と 2N 次エルミート行列Aの逆行列A−1を用いて

A−1J̈ = J J =
∑
n

(Jαneαn + Jβneβn) Jαn = e†
αnJ Jβn = e†

βnJ

(7.3.58)

と表せる。ここで，Jαn = 1√
Cα
Iαn，Jβn = 1√

Cβ
Iβnであり，また，{eαn, eβn |n =

1, · · · , N}は 2N 次元列ベクトル空間の標準基底である。以下の問いに答えよ。

(1) A−1は

A−1 =
∑
n

(
Lα
√
CαCβeαne

†
βn−1 − (Lα + Lβ + Lγ)Cαeαne

†
αn + Lβ

√
CαCβeαne

†
βn

+ Lβ
√
CαCβeβne

†
αn − (Lα + Lβ + Lδ)Cβeβne

†
βn + Lα

√
CαCβeβne

†
αn+1

)
(7.3.59)

と表せることを示せ。

(2) 並進演算子 U を

U =
∑
n

(
eαne

†
αn+1 + eβne

†
βn+1

)
(7.3.60)

によって定義する。U はユニタリ行列であることを示せ。

(3) U の固有値・固有ベクトルは

固有値：eika (重根) 固有ベクトル：
{
lαk =

1√
N

∑
n e

iknaeαn

lβk =
1√
N

∑
n e

iknaeβn

ここで，k =
2π

Na
j (j = 0, · · · , N − 1)は波数ベクトル

(7.3.61)

で与えられることを示せ。
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(4) U，A−1について

UA−1U † = A−1 つまり [U,A−1 ] = O (7.3.62)

が成り立つことを示せ。

(5) Aの固有値 λ±kおよび電気振動の振動数 ω±k =
√
−λ±kを求めよ。また，電

気振動のスペクトルを図示せよ。ただし，波数ベクトルkは−π/a ≤ k ≤ π/a

にとるものとする。

[ 解答 ]

(1)(7.3.57)より，Jαn = Lα
√
CαCβJ̈βn−1− (Lα+Lβ +Lγ)CαJ̈αn+Lβ

√
CαCβJ̈βn，

Jβn = Lβ
√
CαCβJ̈αn − (Lα + Lβ + Lδ)CβJ̈βn + Lα

√
CαCβJ̈αn+1 であるから，

J =
∑

n(Jαneαn+ Jβneβn) =
∑

n(eαnJαn+ eβnJβn) =
∑

n(eαn(Lα
√
CαCβJ̈βn−1−

(Lα+Lβ+Lγ)CαJ̈αn+Lβ
√
CαCβJ̈βn)+eβn(Lβ

√
CαCβJ̈αn−(Lα+Lβ+Lδ)CβJ̈βn+

Lα
√
CαCβJ̈αn+1) =

∑
n(eαn(Lα

√
CαCβe

†
βn−1J̈−(Lα+Lβ+Lγ)Cαe†

αnJ̈+Lβ
√
CαCβe

†
βnJ̈)+

eβn(Lβ
√
CαCβe

†
αnJ̈−(Lα+Lβ+Lδ)Cβe

†
βnJ̈+Lα

√
CαCβe

†
αn+1J̈)) =

∑
n(Lα

√
CαCβeαne

†
βn−1−

(Lα + Lβ + Lγ)Cαeαne
†
αn + Lβ

√
CαCβeαne

†
βn + Lβ

√
CαCβeβne

†
αn − (Lα + Lβ +

Lδ)Cβeβne
†
βn + Lα

√
CαCβeβne

†
αn+1)J̈ となる。したがって，(7.3.59)が示された。

(2)U † =
∑

n(eαn+1e
†
αn+eβn+1e

†
βn)より，UU † =

∑
n

∑
n′(eαne

†
αn+1+eβne

†
βn+1)(eαn′+1e

†
αn′+

eβn′+1e
†
βn′) =

∑
n(eαne

†
αn + eβne

†
βn) = Iとなる。同様にU †U = Iも示せる。した

がって，U † = U−1，つまり，U はユニタリ行列である。
(3)U は補足・計算例 32で扱った巡回演算子 Ĉ†に対応するから，電流 αと電流 β

のそれぞれについて (3.3.79)の Ĉ†の固有値・固有ベクトルを適用することにより，
(7.3.61)を得る。
(4)Ueτne

†
τ ′n′U † = eτn−1e

†
τ ′n′−1 (τ, τ

′ = α, β)となるから，(7.3.62)は明らかに成り
立つ。
(5)[U,A−1 ] = Oより，UとA−1は同時対角化可能である。Uの固有値 eikaは重根
であるから，2次元の部分空間Wk = span(lαk, lβk)におけるA−1の固有値問題を
解けばよい。(7.3.59)を lαk，lβkに作用させると{
A−1lαk = Lβ

√
CαCβlβk − (Lα + Lβ + Lγ)Cαlαk + Lα

√
CαCβe

−ikalβk = −a lαk +∆∗
klβk

A−1lβk = Lα
√
CαCβe

ikalαk − (Lα + Lβ + Lδ)Cβlβk + Lβ
√
CαCβlαk = ∆klαk − b lβk

(7.3.63)

となる。ここで，a = (Lα + Lβ + Lγ)Cα，b = (Lα + Lβ + Lδ)Cβ，∆k = (Lβ +

Lαe
ika)
√
CαCβ とおいた。したがって，Wkにおける正規直交基底 {lαk, lβk}によ
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るA−1の行列表現A−1
k は

A−1
k =

[
−a ∆k

∆∗
k −b

]
(7.3.64)

となる。A−1
k の固有値は 1/λ±k = −(12(a+ b)±

√
(1
2
(a− b))2 + |∆k|2)である。こ

こで，|∆k|2 = ((Lβ + Lα cos ka)
2 + L2

α sin
2 ka)CαCβである。したがって，電気振

動の振動数 ω±k =
√
−λ±kは

ω±k =

1

2
(a+ b)±

√(
1

2
(a− b)

)2

+
(
(Lβ + Lα cos ka)

2 + L2
α sin

2 ka
)
CαCβ

− 1
2

(7.3.65)

となる。Cβ/Cα = 2，Lβ/Lα = 1，Lγ/Lα = Lδ/Lα =

0として電気振動のスペクトルを描くと図のように
なる。

7.3.8 静電ポテンシャル (矩形領域)

例題 34. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。系は z 方向
に一様であるとし，xy 平面上の矩形領域 Ω = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}
における静電ポテンシャルを u(x, y)とする。y = 0，y = bにおける境界条件
u(x, 0), u(x, b) (0 ≤ x ≤ a)の下で，u(x, y)はラプラス方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u(x, y) = 0 u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 ≤ y ≤ b) (7.3.66)

を満たすとする。xを変数とする関数の関数空間Vxにおいて，(7.3.66)はu(x, y) =

〈x|u(y)〉なる関数 |u(y)〉とエルミート演算子 L̂xを用いて(
−L̂x +

∂2

∂y2

)
|u(y)〉 = 0 L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| (7.3.67)

と表せる。ここで， |x〉は Vxのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x− x′)である。以下の問い
に答えよ。
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(1) L̂xの固有値 λnおよび正規化された固有関数Xn(x) = 〈x|Xn〉を求めよ。

(2) L̂xのスペクトル分解を求めよ。

(3) un(y) = 〈Xn|u(y)〉，kn =
√
λnとおくと，un(y)は

∂2

∂y2
un(y) = k2nun(y) (7.3.68)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.66)の一般解を求めよ。

(5) y = 0，y = bにおける境界条件をu(x, 0) = V1 sin(πx/a)，u(x, b) = V2 sin(πx/a)

とするとき u(x, y)を求めよ。

[ 解答 ]

(1) 〈x|L̂x|X〉 = −∂2xX(x) = λX(x)の一般解はk =
√
λとおくとX(x) = C sin(kx)+

D cos(kx)である。X(0) = 0より D = 0である。さらに，X(a) = 0より k =
nπ
a
(n = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂x の固有値は λn = k2n = n2π2

a2
である。

C はXn(x)が正規化されるように決める。
∫ a
0
dx |C sin(knx)|2 = a

2
|C|2 = 1より，

C =
√

2
a
と選べばよい。以上より，

固有値：λn = k2n 固有関数：Xn(x) =

√
2

a
sin(knx) (7.3.69)

kn =
nπ

a
(n = 1, 2, · · · ) (7.3.70)

である。
(2){ |Xn〉 |n = 1, 2, · · · }は Vxの完全正規直交系であるから，L̂xのスペクトル分
解は

L̂x =
∞∑
n=1

λn |Xn〉〈Xn| (7.3.71)

となる。
(3)L̂x のスペクトル分解 (7.3.71)および 〈Xn|X ′

n〉 = δnn′ を用いると ∂2yun(y) =

〈Xn| ∂2y |u(y)〉 = 〈Xn|L̂x|u(y)〉 = λn 〈Xn|u(y)〉 = k2nun(y)となる。
(4)(7.3.68)の一般解は un(y) = Ane

kny +Dne
−knyである。また，完全性関係 Îx =
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∑∞
n=1 |Xn〉〈Xn|を用いるとu(x, y) = 〈x|u(y)〉 =

∑∞
n=1 〈x|Xn〉〈Xn|u(y)〉 =

∑∞
n=1 un(y)Xn(x)

と書ける。したがって，(7.3.66)の一般解

u(x, y) =
∞∑
n=1

(
Ane

nπy/a +Bne
−nπy/a)Xn(x) (7.3.72)

を得る。あるいは，正規化因子を任意定数に含めて，

u(x, y) =
∞∑
n=1

(
Ane

nπy/a +Bne
−nπy/a) sin(nπ

a
x
)

(7.3.73)

と書ける。任意定数は y = 0，y = bにおける境界条件 u(x, 0), u(x, b) (0 ≤ x ≤ a)

から決まる。
(5)y = 0において u(x, 0) = V1 sin(πx/a)より，A1 + B1 = V1，An + Bn = 0 (n =

2, 3, 4, · · · )である。また，y = bにおいて u(x, b) = V2 sin(πx/a)より，A1e
πb/a +

B1e
−πb/a = V2，Anenπb/a + Ane

−nπb/a = 0 (n = 2, 3, 4, · · · )である。したがって，
A1 = (V1e

−πb/a − V2)/(e
−πb/a − eπb/a)，B1 = (−V1eπb/a + V2)/(e

−πb/a − eπb/a)，
An = 0, Bn = 0 (n = 2, 3, 4, · · · )である。以上より，

u(x, y) =

(
V1e

−πb/a − V2
e−πb/a − eπb/a

eπy/a +
−V1eπb/a + V2
e−πb/a − eπb/a

e−πy/a
)
sin
(π
a
x
)

(7.3.74)

を得る。

7.3.9 静電ポテンシャル (円環領域)

例題 35. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。系は z 方向
に一様であるとし，xy平面上の円環領域 Ω = {(ρ, ϕ) | a ≤ ρ ≤ b, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}
における静電ポテンシャルを u(ρ, ϕ)とする。ρ = a，ρ = bにおける境界条件
u(a, ϕ), u(b, ϕ) (0 ≤ ϕ ≤ 2π)の下で，u(ρ, ϕ)はラプラス方程式(

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2

)
u(ρ, ϕ) = 0 (7.3.75)

を満たすとする。ϕを変数とする関数の関数空間Vϕにおいて，(7.3.75)はu(ρ, ϕ) =

〈ϕ|u(ρ)〉なる関数 |u(ρ)〉とエルミート演算子 l̂zを用いて(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− l̂2z
ρ2

)
|u(ρ)〉 = 0 l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉
(
−i ∂
∂ϕ

)
〈ϕ| (7.3.76)

と表せる。ここで，|ϕ〉は Vϕにおけるデルタ関数 〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ− ϕ′)である。以下
の問いに答えよ。
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(1) l̂zの固有値 λmおよび正規化された固有関数 φm(ϕ) = 〈ϕ|φm〉を求めよ。

(2) l̂zのスペクトル分解を求めよ。

(3) um(ρ) = 〈φm|u(ρ)〉とおくと，um(ρ)は(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− m2

ρ2

)
um(ρ) = 0 あるいは

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2

)
um(ρ) = 0

(7.3.77)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.75)の一般解を求めよ。

(5) 帯電していない導体円柱 (半径：a，中心軸：z軸)を x軸の正の向きの一様
な電場E = E0 exの中に置く。a ≤ ρ < ∞とし，境界条件 u(a, ϕ) = V0，
ρ→∞のとき u(ρ, ϕ)→ −E0ρ cosϕの下で u(ρ, ϕ)を求めよ。

[ 解答 ]

(1) 〈ϕ|l̂z|φ〉 = −i∂ϕφ(ϕ) = λφ(ϕ)の解は，φ(0) = φ(2π)より，φ(ϕ) = Ceimϕ (m：整
数)である。Cはφm(ϕ)が正規化されるように決める。

∫ 2π

0
dϕ |Ceimϕ|2 = 2π|C|2 =

1より，C = 1√
2π
と選べばよい。以上より，

固有値：λm = m 固有関数：φm(ϕ) = 1√
2π
eimϕ (m：整数) (7.3.78)

である。
(2){ |φm〉 |m：整数 }は Vϕの完全正規直交系であるから，l̂zのスペクトル分解は

l̂z =
∞∑

m=−∞

m |φm〉〈φm| (7.3.79)

となる。
(3)l̂zのスペクトル分解 (7.3.79)および 〈φm|φm′〉 = δmm′を用いると 〈φm| (1ρ ∂

∂ρ
ρ ∂
∂ρ
−

l̂2z
ρ2
) |u(ρ)〉 = ( 1

ρ
∂
∂ρ
ρ ∂
∂ρ
− m2

ρ2
) 〈φm|u(ρ)〉 = ( 1

ρ
∂
∂ρ
ρ ∂
∂ρ
− m2

ρ2
)um(ρ) = 0となる。

(4)(7.3.77)の一般解は，m = 0のとき u0(ρ) = A0 +B0 log ρであり，m 6= 0のとき
um(ρ) = Amρ

m + Bmρ
−mである。また，完全性関係 Îϕ =

∑∞
m=−∞ |φm〉〈φm|を用

いると u(ρ, ϕ) = 〈ϕ|u(ρ)〉 =
∑∞

m=−∞ 〈ϕ|φm〉〈φm|u(ρ)〉 =
∑∞

m=−∞ um(ρ)φm(ϕ)と
書ける。したがって，(7.3.75)の一般解

u(ρ, ϕ) = (A0 +B0 log ρ)φ0(ϕ) +
∑

m(m ̸=0)

(
Amρ

m +Bmρ
−m)φm(ϕ) (7.3.80)
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を得る7。あるいは，指数関数φm(ϕ)の代わりに三角関数を用い，正規化因子を任
意定数に含めると，

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 log ρ+
∞∑
m=1

(
(Amρ

m +Bmρ
−m) cos(mϕ)

+ (A′
mρ

m +B′
mρ

−m) sin(mϕ)

) (7.3.81)

と書ける。任意定数はρ = a，ρ = bにおける境界条件u(a, ϕ), u(b, ϕ) (0 ≤ ϕ ≤ 2π)

から決まる。
(5)対称性より u(ρ, ϕ) = u(ρ,−ϕ)であるから A′

m = 0，B′
m = 0である。ρ → ∞

のとき u(ρ, ϕ) → −E0ρ cosϕより Am = 0 (m = 2, 3, 4, · · · )でなければならない。
また，導体円柱は帯電していないからB0 = 0である。さらに，u(a, ϕ) = V0より
A0 = V0，A1 = −E0，B1 = E0a

2，Bm = 0 (m = 2, 3, 4, · · · )となる。以上より，

u(ρ, ϕ) = V0 +
(
−E0ρ+ E0a

2ρ−1
)
cosϕ = V0 − E0ρ cosϕ+ E0a

2 cosϕ

ρ
(7.3.82)

を得る。

7.3.10 静電ポテンシャル (直方体領域)

例題 36. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。3次元空間の直
方体領域Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ d}における静電ポテンシャ
ルを u(x, y, z)とする。z = 0，z = dにおける境界条件 u(x, y, 0), u(x, y, d) (0 ≤
x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)の下で，u(x, y, z)はラプラス方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(x, y, z) = 0{

u(0, y, z) = 0, u(a, y, z) = 0 (0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ d)

u(x, 0, z) = 0, u(x, b, z) = 0 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ d)

(7.3.83)

を満たすとする。x，yを変数とする関数の関数空間をVx，Vyとするとき，(7.3.83)
は Vx ⊗ Vyにおける u(x, y, z) = 〈xy|u(z)〉なる関数 |u(z)〉とエルミート演算子 L̂

7log ρ = 1
2 (log(x+ iy) + log(x− iy))，ρmeimϕ = (x+ iy)m，ρ−meimϕ = (x− iy)−m なので，

u(ρ, ϕ) = f(x+ iy) + g(x− iy)と表すことができます。実際，この形が 2次元のラプラス方程式
(∂2x + ∂2y)u = 0を満たすことは容易にわかります。なお，複素数 z = x+ iy，z∗ = x− iyを用い
ると u = f(z) + g(z∗)と書けますが，このことが 2次元のラプラス方程式を解く際に複素関数論
が威力を発揮する理由となっています。
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を用いて(
−L̂+

∂2

∂z2

)
|u(z)〉 = 0 L̂ = L̂x ⊗ Îy + Îx ⊗ L̂y

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉
(
− ∂2

∂y2

)
〈y|

Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y|

(7.3.84)

と表せる。ここで，|x〉，|y〉はVx，Vyのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x−x′)，〈y|y′〉 = δ(y−
y′)であり，|xy〉 = |x〉⊗ |y〉は Vx⊗Vyのデルタ関数 〈xy|x′y′〉 = δ(x−x′)δ(y− y′)
である。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値λmnおよび正規化された固有関数φmn(x, y) = 〈xy|φmn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) umn(z) = 〈φmn|u(z)〉，kmn =
√
λmnとおくと，umn(z)は

∂2

∂z2
umn(z) = k2mnumn(z) (7.3.85)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.83)の一般解を求めよ。

(5) z = 0，z = dにおける境界条件をu(x, y, 0) = V1 sin(πx/a) sin(πy/b)，u(x, y, d) =
V2 sin(πx/a) sin(πy/b)とするとき u(x, y, z)を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vxの演算子 L̂xと Vyの恒等演算子 Îyのテンソル積 L̂x ⊗ Îyと Vxの恒等演
算子 Îxと Vyの演算子 L̂yのテンソル積 Îx⊗ L̂yの和として表される。したがって，
L̂の固有値 λmnは L̂xの固有値 λmと L̂y の固有値 λnの和 λmn = λm + λnで与え
られ，また，L̂の固有関数 |φmn〉は L̂xの固有関数 |Xm〉と L̂yの固有関数 |Yn〉の
テンソル積 |φmn〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉で与えられる。L̂xの固有値・固有関数は以下
のように求められる。−∂2xX(x) = λX(x)の一般解は k =

√
λとおくと X(x) =

C sin(kx)+D cos(kx)である。X(0) = 0よりD = 0である。さらに，X(a) = 0よ
り k = mπ

a
(m = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂xの固有値は λm = k2m = m2π2

a2
で

ある。CはXm(x)が正規化されるように決める。
∫ a
0
dx |C sin(kmx)|2 = a

2
|C|2 = 1
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より，C =
√

2
a
と選べばよい。L̂yの固有値・固有関数についても同様に求められ

る。以上より，

固有値：λmn = k2m + k2n 固有関数：φmn(x, y) = Xm(x)Yn(y) (7.3.86)

Xm(x) =

√
2

a
sin(kmx) Yn(y) =

√
2

b
sin(kny) (7.3.87)

km =
mπ

a
(m = 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 1, 2, · · · ) (7.3.88)

である。
(2){ |φmn〉 |m = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペク
トル分解は

L̂ =
∑
mn

λmn |φmn〉〈φmn| (7.3.89)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.3.89)および 〈φmn|φm′n′〉 = δmm′δnn′を用いると∂2zumn(z) =

〈φmn| ∂2z |u(z)〉 = 〈φmn|L̂|u(z)〉 = λmn 〈φmn|u(z)〉 = k2mnumn(z)となる。
(4)(7.3.85)の一般解はumn(z) = Amne

kmnz+Bmne
−kmnzである。また，完全性関係

Î =
∑

mn |φmn〉〈φmn|を用いるとu(x, y, z) = 〈xy|u(z)〉 =
∑

mn 〈xy|φmn〉〈φmn|u(z)〉 =∑
mn umn(z)φmn(x, y)と書ける。したがって，(7.3.83)の一般解

u(x, y, z) =
∑
mn

(
Amne

kmnz +Bmne
−kmnz

)
φmn(x, y) (7.3.90)

を得る。あるいは，正規化因子を任意定数に含めて，

u(x, y, z) =
∑
mn

(
Amne

kmnz +Bmne
−kmnz

)
sin
(mπ
a
x
)
sin
(nπ
b
y
)

(7.3.91)

と書ける。任意定数は z = 0，z = dにおける境界条件 u(x, y, 0), u(x, y, d) (0 ≤
x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)から決まる。
(5)z = 0 において u(x, y, 0) = V1 sin(πx/a) sin(πy/b) より，A11 + B11 = V1，
Amn + Bmn = 0 ((m,n) 6= (1, 1))である。また，z = dにおいて u(x, y, d) =

V2 sin(πx/a) sin(πy/b)より，A11e
k11d +B11e

−k11d = V2，Amnekmnd +Amne
−kmnd =

0 ((m,n) 6= (1, 1))である。したがって，A11 = (V1e
−k11d − V2)/(e

−k11d − ek11d)，
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B11 = (−V1ek11d + V2)/(e
−k11d − ek11d)，Amn = 0, Bmn = 0 ((m,n) 6= (1, 1))であ

る。以上より，

u(x, y, z) =

(
V1e

−k11d − V2
e−k11d − ek11d

ek11z +
−V1ek11d + V2
e−k11d − ek11d

e−k11z
)
sin
(π
a
x
)
sin
(π
b
y
)

(7.3.92)

を得る。

7.3.11 静電ポテンシャル (円筒領域1)

例題 37. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。3次元空間の円
筒領域Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d}における静電ポテンシャ
ルを u(ρ, ϕ, z)とする。z = 0，z = dにおける境界条件 u(ρ, ϕ, 0), u(ρ, ϕ, d) (0 ≤
ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)の下で，u(ρ, ϕ, z)はラプラス方程式(

−L +
∂2

∂z2

)
u(ρ, ϕ, z) = 0 L = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z

lz = −i
∂

∂ϕ
u(a, ϕ, z) = 0 (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d)

(7.3.93)

を満たすとする。ρ，ϕを変数とする関数の関数空間を Vρ(重み関数：ρ)，Vϕとす
るとき，(7.3.93)は Vρ⊗ Vϕにおける u(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕ|u(z)〉なる関数 |u(z)〉とエル
ミート演算子 L̂を用いて(

−L̂+
∂2

∂z2

)
|u(z)〉 = 0

L̂ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ|

(7.3.94)

と表せる。ここで，|ρ〉，|ϕ〉はVρ，Vϕのデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)，〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−

ϕ′)であり，|ρϕ〉 = |ρ〉⊗ |ϕ〉はVρ⊗Vϕのデルタ関数 〈ρϕ|ρ′ϕ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)δ(ϕ−ϕ′)

である8。以下の問いに答えよ。
(1) L̂の固有値λmnおよび正規化された固有関数φmn(ρ, ϕ) = 〈ρϕ|φmn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。
8重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ

さい。
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(3) umn(z) = 〈φmn|u(z)〉，kmn =
√
λmnとおくと，umn(z)は

∂2

∂z2
umn(z) = k2mnumn(z) (7.3.95)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.93)の一般解を求めよ。

(5) z = 0，z = dにおける境界条件を u(ρ, ϕ, 0) = V1J0(k01ρ)，u(ρ, ϕ, d) =

V2J0(k01ρ)とするとき u(ρ, ϕ, z)を求めよ。ここで，J0(ζ)は 0次のベッセル
関数であり，k01は J0(k01a) = 0となる最小の正の数である。

[ 解答 ]

(1)[ l̂z, L̂ ] = 0であるから，l̂z と L̂は同時対角化可能である。l̂z は角運動量演算
子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関数は Φm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 =
1√
2π
eimϕである。次に，̂lzの固有値mに対応するVϕにおける l̂zの固有空間をWm =

span( |Φm〉)として，Vρ ⊗ Wm における L̂の固有値問題を考える。 〈ρϕ|φmn〉 =

R(ρ)Φm(ϕ)とすると，R(ρ)は(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.3.96)

を満たす。k =
√
λ，ζ = kρ，y(z) = R(ρ)とおくと，(7.3.96)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.97)

と書ける。(7.3.97)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル関
数 Jm(ζ)で与えられる。境界条件R(a) = 0より，kは Jm(ζ)の零点 jmnから決ま
る。ここで，Jm(jmn) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。よってRmn(ρ) = CmnJm(kmnρ)

である。正規化因子Cmnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，Cmn =

√
2

Jm+1(jmn)2a2
と選

ぶ。以上より，

固有値：λmn = k2mn 固有関数：φmn(ρ, ϕ) = CmnJm(kmnρ)Φm(ϕ) (7.3.98)

kmn =
jmn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) (7.3.99)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。

328



(2){ |φmn〉 |m：整数, n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル
分解は

L̂ =
∑
mn

λmn |φmn〉〈φmn| (7.3.100)

となる。
(3)L̂のスペクトル分解 (7.3.100)および 〈φmn|φm′n′〉 = δmm′δnn′を用いると∂2zumn(z) =

〈φmn| ∂2z |u(z)〉 = 〈φmn|L̂|u(z)〉 = λmn 〈φmn|u(z)〉 = k2mnumn(z)となる。
(4)(7.3.95)の一般解はumn(z) = Amne

kmnz+Bmne
−kmnzである。また，完全性関係

Î =
∑

mn |φmn〉〈φmn|を用いるとu(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕ|u(z)〉 =
∑

mn 〈ρϕ|φmn〉〈φmn|u(z)〉 =∑
mn umn(z)φmn(ρ, ϕ)と書ける。したがって，(7.3.93)の一般解

u(ρ, ϕ, z) =
∑
mn

(
Amne

kmnz +Bmne
−kmnz

)
φmn(ρ, ϕ) (7.3.101)

を得る。あるいは，正規化因子を任意定数に含めて，

u(ρ, ϕ, z) =
∑
mn

(
Amne

kmnz +Bmne
−kmnz

)
Jm(kmnρ)e

imϕ
(7.3.102)

と書ける。任意定数は z = 0，z = dにおける境界条件 u(ρ, ϕ, 0), u(ρ, ϕ, d) (0 ≤
ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)から決まる。
(5)z = 0において u(ρ, ϕ, 0) = V1J0(k01ρ)より，A01 + B01 = V1，Amn + Bmn =

0 ((m,n) 6= (0, 1))である。また，z = dにおいて u(ρ, ϕ, d) = V2J0(k01ρ)より，
A01e

k01d+B01e
−k01d = V2，Amnekmnd+Bmne

−kmnd = 0 ((m,n) 6= (0, 1))である。した
がって，A01 = (V1e

−k01d−V2)/(e−k01d−ek01d)，B01 = (−V1ek01d+V2)/(e−k01d−ek01d)，
Amn = 0, Bmn = 0 ((m,n) 6= (0, 1))である。以上より，

u(ρ, ϕ, z) =

(
V1e

−k01d − V2
e−k01d − ek01d

ek01z +
−V1ek01d + V2
e−k01d − ek01d

e−k01z
)
J0(k01ρ) (7.3.103)

を得る。

7.3.12 静電ポテンシャル (円筒領域2)

例題 38. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。3次元空間の円
筒領域Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d}における静電ポテンシャ
ルを u(ρ, ϕ, z)とする。ρ = aにおける境界条件 u(a, ϕ, z) (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d)
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の下で，u(ρ, ϕ, z)はラプラス方程式(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
−L(ρ)

)
u(ρ, ϕ, z) = 0 L(ρ) =

1

ρ2
l2
z +Lz Lz = −

∂2

∂z2

lz = −i
∂

∂ϕ
u(ρ, ϕ, 0) = 0, u(ρ, ϕ, d) = 0 (0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)

(7.3.104)

を満たすとする。ϕ，zを変数とする関数の関数空間をVϕ，Vzとするとき，(7.3.104)
はVϕ⊗Vzにおけるu(ρ, ϕ, z) = 〈ϕz|u(ρ)〉なる関数 |u(ρ)〉とエルミート演算子 L̂(ρ)

を用いて(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− L̂(ρ)

)
|u(ρ)〉 = 0 L̂(ρ) =

1

ρ2
l̂2z ⊗ Îz + Îϕ ⊗ L̂z

l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| L̂z =

∫ d

0

dz |z〉Lz 〈z|

Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.3.105)

と表せる。ここで，|ϕ〉，|z〉はVϕ，Vzのデルタ関数 〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−ϕ′)，〈z|z′〉 = δ(z−
z′)であり，|ϕz〉 = |ϕ〉⊗ |z〉は Vϕ⊗Vzのデルタ関数 〈ϕz|ϕ′z′〉 = δ(ϕ−ϕ′)δ(z− z′)
である9。以下の問いに答えよ。

(1) L̂(ρ)の固有値 λmp(ρ) = m2

ρ2
+ k2p および正規化された固有関数 φmp(ϕ, z) =

〈ϕz|φmp〉を求めよ。

(2) L̂(ρ)のスペクトル分解を求めよ。

(3) ump(ρ) = 〈φmp|u(ρ)〉とおくと，ump(ρ)は(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
−
(
k2p +

m2

ρ2

))
ump(ρ) = 0 (7.3.106)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.104)の一般解を求めよ。

(5) ρ = aにおける境界条件を u(a, ϕ, z) = V0 sin(πz/d)とするとき u(ρ, ϕ, z)を
求めよ。

9重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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[ 解答 ]

(1)[ l̂z, L̂(ρ) ] = 0であるから，̂lzと L̂(ρ)は同時対角化可能である。l̂zは角運動量演
算子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関数はΦm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 =
1√
2π
eimϕ である。L̂z の固有値・固有関数は以下のように求められる。LzZ(z) =

−∂2zZ(z) = λZ(z)の一般解は k =
√
λとおくとZ(z) = C sin(kz) +D cos(kz)であ

る。Z(0) = 0よりD = 0である。さらに，Z(d) = 0より k = pπ
d
(p = 1, 2, · · · )で

ある。したがって，L̂zの固有値は λp = k2p =
p2π2

d2
である。Cは Zp(z)が正規化さ

れるように決める。∫ d
0
dz |C sin(kpz)|2 = d

2
|C|2 = 1より，C =

√
2
d
と選べばよい。

以上より，

固有値：λmp(ρ) = m2

ρ2
+ k2p 固有関数：φmp(ϕ, z) = Φm(ϕ)Zp(z) (7.3.107)

m：整数 kp =
pπ

d
(p = 1, 2, · · · ) (7.3.108)

である。
(2){ |φmp〉 |m：整数, p = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂(ρ)のスペクト
ル分解は

L̂(ρ) =
∑
mp

λmp(ρ) |φmp〉〈φmp| (7.3.109)

となる。
(3)L̂(ρ)のスペクトル分解 (7.3.109)および 〈φmp|φm′p′〉 = δmm′δpp′を用いると 1

ρ
∂
∂ρ
ρ ∂
∂ρ
ump(ρ) =

〈φmp| 1ρ
∂
∂ρ
ρ ∂
∂ρ
|u(ρ)〉 = 〈φmp|L̂(ρ)|u(ρ)〉 λmp(ρ) 〈φmp|u(ρ)〉 = (m

2

ρ2
+ k2p)ump(ρ)とな

る。
(4)(7.3.106)は，ζ = kpρ，y(ζ) = ump(ρ)とおくと，

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y −

(
1 +

m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.110)

と書ける。(7.3.110)の一般解は y = AIm(ζ) + BKm(ζ)で与えられる。ここで，
Im(ζ)，Km(ζ)は第 1種，第 2種の変形ベッセル関数である。したがって，(7.3.106)
の ρ = 0 で正則な解は ump(ρ) = AmpIm(kpρ) で与えられる。完全性関係 Î =∑

mp |φmp〉〈φmp|を用いると u(ρ, ϕ, z) = 〈ϕz|u(ρ)〉 =
∑

mp 〈ϕz|φmp〉〈φmp|u(ρ)〉 =∑
mp ump(ρ)φmp(ϕz)と書ける。したがって，(7.3.104)の一般解

u(ρ, ϕ, z) =
∑
mp

AmpIm(kpρ)φmp(ϕ, z) (7.3.111)
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を得る。あるいは，正規化因子を任意定数に含めて，

u(ρ, ϕ, z) =
∑
mp

AmpIm(kpρ)e
imϕ sin

(pπ
d
z
)

(7.3.112)

と書ける。任意定数は ρ = aにおける境界条件 u(a, ϕ, z) (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d)

から決まる。
(5)ρ = aにおいて u(a, ϕ, z) = V0 sin(πz/d)より，A01I0(πa/d) = V0，Amp =

0 ((m, p) 6= (0, 1))である。したがって，

u(ρ, ϕ, z) =
V0

I0
(
π
d
a
)I0(π

d
ρ
)
sin
(π
d
z
)

(7.3.113)

を得る。

7.3.13 静電ポテンシャル (球殻領域)

例題 39. 真空中において静電ポテンシャルを求める問題を考える。3次元空間の球
殻領域Ω = {(r, θ, ϕ) | a ≤ r ≤ b, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}における静電ポテンシャ
ルを u(r, θ, ϕ)とする。r = a，r = bにおける境界条件 u(a, θ, ϕ), u(b, θ, ϕ) (0 ≤
θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)の下で，u(r, θ, ϕ)はラプラス方程式(

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
− 1

r2
l2

)
u(r, θ, ϕ) = 0 l2 = −

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(7.3.114)

を満たすとする。θと ϕを変数とする関数の関数空間 Vθϕ(重み関数：sin θ)におい
て，(7.3.114)は u(r, θ, ϕ) = 〈θϕ|u(r)〉なる関数 |u(r)〉とエルミート演算子 l̂2を用
いて(

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
− 1

r2
l̂2
)
|u(r)〉 = 0 l̂2 =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ |θϕ〉l2 〈θϕ|

(7.3.115)

と表せる。ここで， |θϕ〉は Vθϕ におけるデルタ関数 〈θϕ|θ′ϕ′〉 = 〈θ|θ′〉〈ϕ|ϕ′〉 =
1

sin θ
δ(θ − θ′)δ(ϕ− ϕ′)である10。以下の問いに答えよ。

(1) l̂2の固有値 λlおよび正規化された固有関数 φlm(θ, ϕ) = 〈θϕ|lm〉を求めよ。
10重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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(2) l̂2のスペクトル分解を求めよ。

(3) ulm(r) = 〈lm|u(r)〉とおくと，ulm(r)は(
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
− l(l + 1)

r2

)
ulm(r) = 0 あるいは

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− l(l + 1)

r2

)
ulm(r) = 0

(7.3.116)

を満たすことを示せ。

(4) (7.3.114)の一般解を求めよ。

(5) 帯電していない導体球 (半径：a，中心：原点)を z軸の正の向きの一様な電場
E = E0 ezの中に置く。a ≤ r <∞とし，境界条件 u(a, θ, ϕ) = V0，r →∞
のとき u(r, θ, ϕ)→ −E0r cos θの下で u(r, θ, ϕ)を求めよ。

[ 解答 ]

(1)̂lは軌道角運動量演算子であるから，l̂の z成分を l̂z とすると，l̂2と l̂z の共通
の固有関数 φlm(θ, ϕ)は球面調和関数 Ylm(θ, ϕ) = 〈θϕ|lm〉であり，l̂2の固有値は
l(l+ 1) (l = 0, 1, 2, · · · )，l̂zの固有値はm (m = −l,−l+ 1, · · · , l− 1, l)である。つ
まり，

固有値：λl = l(l + 1) 固有関数：φlm(θ, ϕ) = Ylm(θ, ϕ) (7.3.117)

である。
(2){ |lm〉 | l = 0, 1, 2, · · · , m = −l,−l+1, · · · , l− 1, l)}は Vθϕの完全正規直交系で
あるから，l̂2のスペクトル分解は

l̂2 =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l(l + 1) |lm〉〈lm| (7.3.118)

となる。
(3)̂l2のスペクトル分解 (7.3.118)および 〈lm|l′m′〉 = δll′δmm′を用いると 〈lm| ( 1

r2
∂
∂r
r2 ∂

∂r
−

l̂2

r2
) |u(r)〉 = ( 1

r2
∂
∂r
r2 ∂

∂r
− l(l+1)

r2
) 〈lm|u(r)〉 = ( 1

r2
∂
∂r
r2 ∂

∂r
− l(l+1)

r2
)ulm(r) = 0となる。

(4)(7.3.116)の一般解は ulm(r) = Almr
l + Blmr

−(l+1) である。また，完全性関係
Îθϕ =

∑
lm |lm〉〈lm|を用いると u(r, θ, ϕ) = 〈θϕ|u(r)〉 =

∑
lm 〈θϕ|lm〉〈lm|u(r)〉 =∑

lm ulm(r)Ylm(θ, ϕ)と書ける。したがって，(7.3.114)の一般解

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
Almr

l +Blmr
−(l+1)

)
Ylm(θ, ϕ) (7.3.119)
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を得る。任意定数Alm，Blmはr = a，r = bにおける境界条件u(a, θ, ϕ), u(b, θ, ϕ) (0 ≤
θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)から決まる。
(5)対称性より解は ϕに依存しないから u = u(r, θ)である。したがって，Alm =

0, Blm = 0, (m 6= 0)である。r →∞のとき u(r, θ)→ −E0r cos θよりAl0 = 0 (l =

2, 3, 4, · · · )でなければならない。また，導体球は帯電していないから B00 = 0で
ある。さらに，u(a, θ) = V0よりA00 = V0，A10 = −E0，B10 = E0a

3，Bl0 = 0 (l =

2, 3, 4, · · · )となる。以上より，

u(r, θ) = V0 +
(
−E0r + E0a

3r−2
)
cos θ = V0 − E0r cos θ + E0a

3 cos θ

r2
(7.3.120)

を得る。

7.3.14 矩形導波管 (TMモード)

例題 40. 長方形 (長辺 a，短辺 b)の断面をもつ中空の導波管を伝搬する電磁波
について考える。導波管内部の領域を Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
b,−∞ < z < ∞}とする。電磁波は TMモードであるとし，電場ベクトルの z

成分はEz(x, y, z, t) = u(x, y)eikzze−iωtと表されるとする。このとき，u(x, y)はヘ
ルムホルツ方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

)
u(x, y) = 0

{
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 ≤ y ≤ b)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0 (0 ≤ x ≤ a)

(7.3.121)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2 − k2z である。x，yを変数とする関
数の関数空間を Vx，Vyとするとき，(7.3.121)は Vx⊗Vyにおける u(x, y) = 〈xy|u〉
なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(

−L̂+ k2Î
)
|u〉 = 0 L̂ = L̂x ⊗ Îy + Îx ⊗ L̂y Î = Îx ⊗ Îy

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉
(
− ∂2

∂y2

)
〈y|

Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y|

(7.3.122)

と表せる。ここで，|x〉，|y〉はVx，Vyのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x−x′)，〈y|y′〉 = δ(y−
y′)であり，|xy〉 = |x〉⊗ |y〉は Vx⊗Vyのデルタ関数 〈xy|x′y′〉 = δ(x−x′)δ(y− y′)
である。以下の問いに答えよ。
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(1) L̂の固有値k2mnおよび正規化された固有関数φmn(x, y) = 〈xy|φmn〉を求めよ。
(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。
(3) 電磁波が伝搬するためには kz は実数でなければならない。このことから

TMmnモードの遮断周波数 ωcを求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vxの演算子 L̂xと Vyの恒等演算子 Îyのテンソル積 L̂x ⊗ Îyと Vxの恒等演
算子 Îxと Vyの演算子 L̂yのテンソル積 Îx⊗ L̂yの和として表される。したがって，
L̂の固有値 k2mnは L̂xの固有値 λmと L̂y の固有値 λnの和 k2mn = λm + λnで与え
られ，また，L̂の固有関数 |φmn〉は L̂xの固有関数 |Xm〉と L̂yの固有関数 |Yn〉の
テンソル積 |φmn〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉で与えられる。L̂xの固有値・固有関数は以下
のように求められる。−∂2xX(x) = λX(x)の一般解は k =

√
λとおくと X(x) =

A sin(kx)+B cos(kx)である。X(0) = 0よりB = 0である。さらに，X(a) = 0よ
り k = mπ

a
(m = 1, 2, · · · )である。したがって，L̂xの固有値は λm = k2m = m2π2

a2
で

ある。AはXm(x)が正規化されるように決める。
∫ a
0
dx |A sin(kmx)|2 = a

2
|A|2 = 1

より，A =
√

2
a
と選べばよい。L̂yの固有値・固有関数についても同様に求められ

る。以上より，
固有値：k2mn = k2m + k2n 固有関数：φmn(x, y) = Xm(x)Yn(y) (7.3.123)

Xm(x) =

√
2

a
sin(kmx) Yn(y) =

√
2

b
sin(kny) (7.3.124)

km =
mπ

a
(m = 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 1, 2, · · · ) (7.3.125)

である。
(2){ |φmn〉 |m = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペク
トル分解は

L̂ =
∑
mn

k2mn |φmn〉〈φmn| (7.3.126)

となる。
(3)TMmn モードを考え (7.3.121)において u(x, y) = φmn(x, y) とすると，k2 =

k2mn，つまり，kz =
√
ω2/c2 − k2mnと書ける。kzが実数となるためには，ω ≥ ckmn

でなければならない。したがって，TMmn モードの遮断周波数は ωc = ckmn =

c
√
m2π2/a2 + n2π2/b2である11。

11矩形導波管の場合，最小の遮断周波数をもつ TMモードは TM11 モードとなります。
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7.3.15 矩形導波管 (TEモード)

例題 41. 長方形 (長辺 a，短辺 b)の断面をもつ中空の導波管を伝搬する電磁波
について考える。導波管内部の領域を Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
b,−∞ < z < ∞}とする。電磁波は TEモードであるとし，磁場ベクトルの z

成分はHz(x, y, z, t) = u(x, y)eikzze−iωtと表されるとする。このとき，u(x, y)はヘ
ルムホルツ方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

)
u(x, y) = 0

{
∂u
∂x
(0, y) = 0, ∂u

∂x
(a, y) = 0 (0 ≤ y ≤ b)

∂u
∂y
(x, 0) = 0, ∂u

∂y
(x, b) = 0 (0 ≤ x ≤ a)

(7.3.127)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2 − k2z である。x，yを変数とする関
数の関数空間を Vx，Vyとするとき，(7.3.127)は Vx⊗Vyにおける u(x, y) = 〈xy|u〉
なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(

−L̂+ k2Î
)
|u〉 = 0 L̂ = L̂x ⊗ Îy + Îx ⊗ L̂y Î = Îx ⊗ Îy

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉
(
− ∂2

∂y2

)
〈y|

Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y|

(7.3.128)

と表せる。ここで，|x〉，|y〉はVx，Vyのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x−x′)，〈y|y′〉 = δ(y−
y′)であり，|xy〉 = |x〉⊗ |y〉は Vx⊗Vyのデルタ関数 〈xy|x′y′〉 = δ(x−x′)δ(y− y′)
である。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値k2mnおよび正規化された固有関数φmn(x, y) = 〈xy|φmn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) 電磁波が伝搬するためには kz は実数でなければならない。このことから
TEmnモードの遮断周波数 ωcを求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vxの演算子 L̂xと Vy の恒等演算子 Îy のテンソル積 L̂x ⊗ Îy と Vxの恒等
演算子 Îxと Vyの演算子 L̂yのテンソル積 Îx ⊗ L̂yの和として表される。したがっ
て，L̂の固有値 k2mn は L̂x の固有値 λm と L̂y の固有値 λn の和 k2mn = λm + λn
で与えられ，また，L̂の固有関数 |φmn〉は L̂xの固有関数 |Xm〉と L̂yの固有関数
|Yn〉のテンソル積 |φmn〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉で与えられる。L̂xの固有値・固有関数
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は以下のように求められる。−∂2xX(x) = λX(x)の一般解は k =
√
λとおくと

X(x) = A sin(kx) + B cos(kx)である。X ′(0) = 0より A = 0である。さらに，
X ′(a) = 0より k = mπ

a
(m = 0, 1, 2, · · · )である。したがって，L̂x の固有値は

λm = k2m = m2π2

a2
である。B はXm(x)が正規化されるように決める。m = 0の

とき ∫ a
0
dx |B|2 = a|B|2 = 1より，B =

√
1
a
と選べばよい。m = 1, 2, · · · のとき∫ a

0
dx |B cos(kmz)|2 = a

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
a
と選べばよい。L̂yの固有値・固

有関数についても同様に求められる。以上より，

固有値：k2mn = k2m + k2n 固有関数：φmn(x, y) = Xm(x)Yn(y) (7.3.129)

Xm(x) =


√

1
a

(m = 0)√
2
a
cos(kmx) (m = 1, 2, · · · )

Yn(y) =


√

1
b

(n = 0)√
2
b
cos(kny) (n = 1, 2, · · · )

(7.3.130)

km =
mπ

a
(m = 0, 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 0, 1, 2, · · · ) (7.3.131)

である。
(2){ |φmn〉 |m = 0, 1, 2, · · · , n = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のス
ペクトル分解は

L̂ =
∑
mn

k2mn |φmn〉〈φmn| (7.3.132)

となる。
(3)TEmn モードを考え (7.3.127)において u(x, y) = φmn(x, y) とすると，k2 =

k2mn，つまり，kz =
√
ω2/c2 − k2mnと書ける。kzが実数となるためには，ω ≥ ckmn

でなければならない。したがって，TEmn モードの遮断周波数は ωc = ckmn =

c
√
(mπ/a)2 + (nπ/b)2である12。

7.3.16 円形導波管 (TMモード)

例題 42. 円形 (半径 a)の断面をもつ中空の導波管を伝搬する電磁波について考え
る。導波管内部の領域を Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,−∞ < z < ∞}

12(m,n) = (0, 0)の解は静磁場となるため，TE00 モードは考えません。したがって，矩形導波
管 (a > b)の場合，最小の遮断周波数をもつ TEモードは TE10 モードとなります。
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とする。電磁波はTMモードであるとし，電場ベクトルの z成分はEz(ρ, ϕ, z, t) =

u(ρ, ϕ)eikzze−iωtと表されるとする。このとき，u(ρ, ϕ)はヘルムホルツ方程式(
−L + k2

)
u(ρ, ϕ) = 0 L = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z

lz = −i
∂

∂ϕ
u(a, ϕ) = 0 (0 ≤ ϕ ≤ 2π)

(7.3.133)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2 − k2z である。ρ，ϕを変数とする関
数の関数空間を Vρ(重み関数：ρ)，Vϕとするとき，(7.3.133)は Vρ ⊗ Vϕにおける
u(ρ, ϕ) = 〈ρϕ|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(

−L̂+ k2Î
)
|u〉 = 0 Î = Îρ ⊗ Îϕ

L̂ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| Îρ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉〈ρ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ|

(7.3.134)

と表せる。ここで，|ρ〉，|ϕ〉はVρ，Vϕのデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)，〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−

ϕ′)であり，|ρϕ〉 = |ρ〉⊗ |ϕ〉はVρ⊗Vϕのデルタ関数 〈ρϕ|ρ′ϕ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)δ(ϕ−ϕ′)

である13。以下の問いに答えよ。
(1) L̂の固有値k2mnおよび正規化された固有関数φmn(ρ, ϕ) = 〈ρϕ|φmn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) 電磁波が伝搬するためには kz は実数でなければならない。このことから
TMmnモードの遮断周波数 ωcを求めよ。

[ 解答 ]

(1)[ l̂z, L̂ ] = 0であるから，l̂z と L̂は同時対角化可能である。l̂z は角運動量演算
子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関数は Φm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 =
1√
2π
eimϕである。次に，̂lzの固有値mに対応するVϕにおける l̂zの固有空間をWm =

span( |Φm〉)として，Vρ ⊗ Wm における L̂の固有値問題を考える。 〈ρϕ|φmn〉 =

R(ρ)Φm(ϕ)とすると，R(ρ)は(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.3.135)

13重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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を満たす。k =
√
λ，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.3.135)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.136)

と書ける。(7.3.136)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル
関数Jm(ζ)で与えられる。境界条件R(a) = 0より，kはJm(ζ)の零点 jmnから決ま
る。ここで，Jm(jmn) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。よってRmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)

である。正規化因子Amnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，Amn =

√
2

Jm+1(jmn)2a2
と選

ぶ。以上より，

固有値：k2mn 固有関数：φmn(ρ, ϕ) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ) (7.3.137)

kmn =
jmn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) (7.3.138)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
(2){ |φmn〉 |m：整数, n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル
分解は

L̂ =
∑
mn

k2mn |φmn〉〈φmn| (7.3.139)

となる。
(3)TMmnモードを考え (7.3.133)においてu(ρ, ϕ) = φmn(ρ, ϕ)とすると，k2 = k2mn，
つまり，kz =

√
ω2/c2 − k2mnと書ける。kzが実数となるためには，ω ≥ ckmnでな

ければならない。したがって，TMmnモードの遮断周波数は ωc = ckmn = cjmn/a

である14。

7.3.17 円形導波管 (TEモード)

例題 43. 円形 (半径 a)の断面をもつ中空の導波管を伝搬する電磁波について考え
る。導波管内部の領域を Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,−∞ < z < ∞}
とする。電磁波はTEモードであるとし，磁場ベクトルの z成分はHz(ρ, ϕ, z, t) =

14円形導波管の場合，最小の遮断周波数をもつ TMモードは TM01 モードとなります。
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u(ρ, ϕ)eikzze−iωtと表されるとする。このとき，u(ρ, ϕ)はヘルムホルツ方程式(
−L + k2Î

)
u(ρ, ϕ) = 0 L = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z

lz = −i
∂

∂ϕ

∂u

∂ρ
(a, ϕ) = 0 (0 ≤ ϕ ≤ 2π)

(7.3.140)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2 − k2z である。ρ，ϕを変数とする関
数の関数空間を Vρ(重み関数：ρ)，Vϕとするとき，(7.3.140)は Vρ ⊗ Vϕにおける
u(ρ, ϕ) = 〈ρϕ|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(

−L̂+ k2Î
)
|u〉 = 0 Î = Îρ ⊗ Îϕ

L̂ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ| Îρ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉〈ρ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ|

(7.3.141)

と表せる。ここで，|ρ〉，|ϕ〉はVρ，Vϕのデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)，〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−

ϕ′)であり，|ρϕ〉 = |ρ〉⊗ |ϕ〉はVρ⊗Vϕのデルタ関数 〈ρϕ|ρ′ϕ′〉 = 1
ρ
δ(ρ−ρ′)δ(ϕ−ϕ′)

である15。以下の問いに答えよ。

(1) L̂の固有値k2mnおよび正規化された固有関数φmn(ρ, ϕ) = 〈ρϕ|φmn〉を求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

(3) 電磁波が伝搬するためには kz は実数でなければならない。このことから
TEmnモードの遮断周波数 ωcを求めよ。

[ 解答 ]

(1)[ l̂z, L̂ ] = 0であるから，l̂z と L̂は同時対角化可能である。l̂z は角運動量演算
子の z成分であるから，固有値はm (m：整数)，固有関数は Φm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 =
1√
2π
eimϕである。次に，̂lzの固有値mに対応するVϕにおける l̂zの固有空間をWm =

span( |Φm〉)として，Vρ ⊗ Wm における L̂の固有値問題を考える。 〈ρϕ|φmn〉 =

R(ρ)Φm(ϕ)とすると，R(ρ)は(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.3.142)

15重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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を満たす。k =
√
λ，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.3.142)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.143)

と書ける。(7.3.143)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル
関数 Jm(ζ)で与えられる。境界条件R′(a) = 0より，kは J ′

m(ζ)の零点 j′mnから決
まる。ここで，J ′

m(j
′
mn) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。ただし，根 j′mnとして零は含

めないものとする。よって Rmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)である。正規化因子 Amnは∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，Amn =

√
2

(1−m2/j′2mn)Jm(j′mn)
2a2
と選ぶ。以上より，

固有値：k2mn 固有関数：φmn(ρ, ϕ) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ) (7.3.144)

kmn =
j′mn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) (7.3.145)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
(2){ |φmn〉 |m：整数, n = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂のスペクトル
分解は

L̂ =
∑
mn

k2mn |φmn〉〈φmn| (7.3.146)

となる。
(3)TEmnモードを考え (7.3.140)においてu(ρ, ϕ) = φmn(ρ, ϕ)とすると，k2 = k2mn，
つまり，kz =

√
ω2/c2 − k2mnと書ける。kzが実数となるためには，ω ≥ ckmnでな

ければならない。したがって，TEmnモードの遮断周波数は ωc = ckmn = cj′mn/a

である16。

7.3.18 直方体空洞共振器 (TMモード)

例題 44. 直方体 (底面の長辺 a，底面の短辺 b，高さ d)の空洞共振器における電磁
波について考える。空洞共振器内部の領域を Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
b, 0 ≤ z ≤ d}とする。電磁波はTMモードであるとし，電場ベクトルの z成分は

16j′mn として零は含めない (j′01 > 0)としているため，円形導波管の場合に最小の遮断周波数を
もつ TEモードは TE11 モードとなります (TE01 モードではありません)。
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Ez(x, y, z, t) = u(x, y, z)e−iωtと表されるとする。このとき，u(x, y, z)はヘルムホ
ルツ方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
u(x, y, z) = 0

u(0, y, z) = 0, u(a, y, z) = 0 (0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ d)

u(x, 0, z) = 0, u(x, b, z) = 0 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ d)

∂u
∂z
(x, y, 0) = 0, ∂u

∂z
(x, y, d) = 0 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)

(7.3.147)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2である。x，y，zを変数とする関数
の関数空間をVx，Vy，Vzとするとき，(7.3.147)はVx⊗Vy⊗Vzにおけるu(x, y, z) =

〈xyz|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(
−L̂+ k2Î

)
|u〉 = 0 L̂ = L̂x ⊗ Îy ⊗ Îz + Îx ⊗ L̂y ⊗ Îz +⊗Îx ⊗ Îy ⊗ L̂z

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉
(
− ∂2

∂y2

)
〈y| L̂z =

∫ d

0

dz |z〉
(
− ∂2

∂z2

)
〈z|

Î = Îx ⊗ Îy ⊗ Îz Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.3.148)

と表せる。ここで， |x〉， |y〉， |z〉は Vx，Vy，Vzのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x− x′)，
〈y|y′〉 = δ(y−y′)，〈z|z′〉 = δ(z−z′)であり，|xyz〉 = |x〉⊗ |y〉⊗ |z〉はVx⊗Vy⊗Vz
のデルタ関数 〈xyz|x′y′z′〉 = δ(x − x′)δ(y − y′)δ(z − z′)である。以下の問いに答
えよ。

(1) L̂の固有値 k2mnpおよび正規化された固有関数 φmnp(x, y, z) = 〈xyz|φmnp〉を
求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂は Vx，Vy，Vzの演算子のテンソル積の和として表されているから，L̂の固有
値 k2mnpは L̂x，L̂y，L̂z の固有値 λm，λn，λpの和 k2mn = λm + λn + λpで与えら
れ，また，L̂の固有関数 |φmnp〉は L̂x，L̂y，L̂z の固有関数 |Xm〉， |Yn〉， |Zp〉の
テンソル積 |φmnp〉 = |Xm〉 ⊗ |Yn〉 ⊗ |Zp〉で与えられる。L̂xの固有値・固有関数
は境界条件がディリクレ境界条件であることに注意して以下のように求められる。
−∂2xX(x) = λX(x)の一般解はk =

√
λとおくとX(x) = A sin(kx)+B cos(kx)であ

る。X(0) = 0よりB = 0である。さらに，X(a) = 0より k = mπ
a
(m = 1, 2, · · · )で
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ある。したがって，̂Lxの固有値はλm = k2m = m2π2

a2
である。AはXm(x)が正規化さ

れるように決める。∫ a
0
dx |A sin(kmx)|2 = a

2
|A|2 = 1より，A =

√
2
a
と選べばよい。

L̂yの固有値・固有関数についても同様に求められる。一方，L̂zの固有値・固有関
数は境界条件がノイマン境界条件であることに注意して以下のように求められる。
−∂2zZ(z) = λZ(z)の一般解は k =

√
λとおくとZ(z) = A sin(kz) +B cos(kz)であ

る。∂Z
∂z
(0) = 0よりA = 0である。さらに，∂Z

∂z
(d) = 0より k = pπ

d
(p = 0, 1, 2, · · · )

である。したがって，L̂zの固有値は λp = k2p =
p2π2

d2
である。Bは Zp(z)が正規化

されるように決める。p = 0のとき ∫ d
0
dz |B|2 = d|B|2 = 1よりB =

√
1
d
と選べば

よい。p = 1, 2, · · · のとき ∫ d
0
dz |B cos(kpz)|2 = d

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
d
と選べ

ばよい。以上より，TMmnpモードについて，

固有値：k2mnp = k2m + k2n + k2p 固有関数：φmnp(x, y, z) = Xm(x)Yn(y)Zp(z)

(7.3.149)

Xm(x) =

√
2

a
sin(kmx) Yn(y) =

√
2

b
sin(kny) Zp(z) =


√

1
d

(p = 0)√
2
d
cos(kpz) (p = 1, 2, · · · )

(7.3.150)

km =
mπ

a
(m = 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 1, 2, · · · ) kp =

pπ

d
(p = 0, 1, 2, · · · )

(7.3.151)

である。
(2){ |φmnp〉 |m = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · , p = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系である
から，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
mnp

k2mnp |φmnp〉〈φmnp| (7.3.152)

となる。

7.3.19 直方体空洞共振器 (TEモード)

例題 45. 直方体 (底面の長辺 a，底面の短辺 b，高さ d)の空洞共振器における電磁
波について考える。空洞共振器内部の領域を Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
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b, 0 ≤ z ≤ d}とする。電磁波は TEモードであるとし，磁場ベクトルの z成分は
Hz(x, y, z, t) = u(x, y, z)e−iωtと表されるとする。このとき，u(x, y, z)はヘルムホ
ルツ方程式(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
u(x, y, z) = 0

∂u
∂x
(0, y, z) = 0, ∂u

∂x
(a, y, z) = 0 (0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ d)

∂u
∂y
(x, 0, z) = 0, ∂u

∂y
(x, b, z) = 0 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ d)

u(x, y, 0) = 0, u(x, y, d) = 0 (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)

(7.3.153)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2である。x，y，zを変数とする関数
の関数空間をVx，Vy，Vzとするとき，(7.3.153)はVx⊗Vy⊗Vzにおけるu(x, y, z) =

〈xyz|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(
−L̂+ k2Î

)
|u〉 = 0 L̂ = L̂x ⊗ Îy ⊗ Îz + Îx ⊗ L̂y ⊗ Îz +⊗Îx ⊗ Îy ⊗ L̂z

L̂x =

∫ a

0

dx |x〉
(
− ∂2

∂x2

)
〈x| L̂y =

∫ b

0

dy |y〉
(
− ∂2

∂y2

)
〈y| L̂z =

∫ d

0

dz |z〉
(
− ∂2

∂z2

)
〈z|

Î = Îx ⊗ Îy ⊗ Îz Îx =

∫ a

0

dx |x〉〈x| Îy =

∫ b

0

dy |y〉〈y| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.3.154)

と表せる。ここで， |x〉， |y〉， |z〉は Vx，Vy，Vzのデルタ関数 〈x|x′〉 = δ(x− x′)，
〈y|y′〉 = δ(y−y′)，〈z|z′〉 = δ(z−z′)であり，|xyz〉 = |x〉⊗ |y〉⊗ |z〉はVx⊗Vy⊗Vz
のデルタ関数 〈xyz|x′y′z′〉 = δ(x − x′)δ(y − y′)δ(z − z′)である。以下の問いに答
えよ。

(1) L̂の固有値 k2mnpおよび正規化された固有関数 φmnp(x, y, z) = 〈xyz|φmnp〉を
求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂はVx，Vy，Vzの演算子のテンソル積の和として表されているから，L̂の固有値
k2mnpは L̂x，L̂y，L̂zの固有値 λm，λn，λpの和 k2mn = λm+ λn+ λpで与えられ，ま
た，L̂の固有関数 |φmnp〉は L̂x，L̂y，L̂zの固有関数 |Xm〉，|Yn〉，|Zp〉のテンソル積
|φmnp〉 = |Xm〉⊗ |Yn〉⊗ |Zp〉で与えられる。L̂xの固有値・固有関数は境界条件がノ
イマン境界条件であることに注意して以下のように求められる。−∂2xX(x) = λX(x)

の一般解は k =
√
λとおくとX(x) = A sin(kx) +B cos(kx)である。∂X

∂x
(0) = 0よ
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りA = 0である。さらに，∂X
∂x

(d) = 0より k = mπ
a
(m = 0, 1, 2, · · · )である。した

がって，L̂xの固有値は λm = k2m = m2π2

a2
である。BはXm(x)が正規化されるよ

うに決める。m = 0のとき ∫ a
0
dx |B|2 = a|B|2 = 1より B =

√
1
a
と選べばよい。

m = 1, 2, · · · のとき ∫ a
0
dx |B cos(kmx)|2 = a

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
a
と選べばよい。

L̂yの固有値・固有関数についても同様に求められる。一方，L̂zの固有値・固有関
数は境界条件がディリクレ境界条件であることに注意して以下のように求められ
る。−∂2zZ(z) = λZ(z)の一般解は k =

√
λとおくと Z(z) = A sin(kz) + B cos(kz)

である。Z(0) = 0よりB = 0である。さらに，Z(d) = 0より k = pπ
d
(p = 1, 2, · · · )

である。したがって，L̂zの固有値は λp = k2p =
p2π2

d2
である。Aは Zp(z)が正規化

されるように決める。∫ d
0
dz |A sin(kpz)|2 = d

2
|A|2 = 1より，A =

√
2
d
と選べばよ

い。以上より，TEmnpモードについて，

固有値：k2mnp = k2m + k2n + k2p 固有関数：φmnp(x, y, z) = Xm(x)Yn(y)Zp(z)

(7.3.155)

Xm(x) =


√

1
a

(m = 0)√
2
a
cos(kmx) (m = 1, 2, · · · )

Yn(y) =


√

1
b

(n = 0)√
2
b
cos(kny) (n = 1, 2, · · · )

Zp(z) =

√
2

d
sin(kpz)

(7.3.156)

km =
mπ

a
(m = 0, 1, 2, · · · ) kn =

nπ

b
(n = 0, 1, 2, · · · ) kp =

pπ

d
(p = 1, 2, · · · )

(7.3.157)

である。
(2){ |φmnp〉 |m = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · · , p = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系である
から，L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
mnp

k2mnp |φmnp〉〈φmnp| (7.3.158)

となる。
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7.3.20 円筒空洞共振器 (TMモード)

例題 46. 円筒 (底面の半径 a，高さ d)の空洞共振器における電磁波について考え
る。空洞共振器内部の領域を Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d}
とする。電磁波はTMモードであるとし，電場ベクトルの z成分はEz(ρ, ϕ, z, t) =

u(ρ, ϕ, z)e−iωtと表されるとする。このとき，u(ρ, ϕ, z)はヘルムホルツ方程式(
−L + k2

)
u(ρ, ϕ, z) = 0 L = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z −

∂2

∂z2
lz = −i

∂

∂ϕ{
u(a, ϕ, z) = 0 (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d)

∂u
∂z
(ρ, ϕ, 0) = 0, ∂u

∂z
(ρ, ϕ, d) = 0 (0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)

(7.3.159)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2である。ρ，ϕ，zを変数とする関数
の関数空間を Vρ(重み関数：ρ)，Vϕ，Vzとするとき，(7.3.159)は Vρ ⊗ Vϕ ⊗ Vzに
おける u(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕz|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(
−L̂+ k2Î

)
|u〉 = 0 L̂ = L̂ρϕ ⊗ Îz + Îρ ⊗ Îϕ ⊗ L̂z Î = Îρ ⊗ Îϕ ⊗ Îz

L̂ρϕ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

L̂z =

∫ d

0

dz |z〉
(
− ∂2

∂z2

)
〈z| l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ|

Îρ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉〈ρ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.3.160)

と表せる。ここで，|ρ〉，|ϕ〉，|z〉は Vρ，Vϕ，Vzのデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1
ρ
δ(ρ− ρ′)，

〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−ϕ′)，〈z|z′〉 = δ(z−z′)であり，|ρϕz〉 = |ρ〉⊗ |ϕ〉⊗ |z〉はVρ⊗Vϕ⊗Vz
のデルタ関数 〈ρϕz|ρ′ϕ′z′〉 = 1

ρ
δ(ρ− ρ′)δ(ϕ− ϕ′)δ(z − z′)である17。以下の問いに

答えよ。
(1) L̂の固有値 k2mnpおよび正規化された固有関数φmnp(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕz|φmnp〉を
求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂はVρ⊗Vϕの演算子とVzの演算子のテンソル積の和として表されているから，̂L
17重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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の固有値 k2mnpは L̂ρϕの固有値λmnと L̂zの固有値λpの和 k2mnp = λmn+λpで与えら
れ，また，̂Lの固有関数 |φmnp〉は L̂ρϕの固有関数 |χmn〉と L̂zの固有関数 |Zp〉のテン
ソル積 |φmnp〉 = |χmn〉⊗ |Zp〉で与えられる。L̂ρϕの固有値・固有関数は境界条件が
ディリクレ境界条件であることに注意して以下のように求められる。[ l̂z, L̂ρϕ ] = 0

であるから，l̂zと L̂ρϕは同時対角化可能である。l̂zは角運動量演算子の z成分であ
るから，固有値はm (m：整数)，固有関数はΦm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 = 1√

2π
eimϕである。

次に，l̂zの固有値mに対応する Vϕにおける l̂zの固有空間をWm = span( |Φm〉)と
して，Vρ ⊗Wmにおける L̂ρϕの固有値問題を考える。 〈ρϕ|χmn〉 = R(ρ)Φm(ϕ)と
すると，R(ρ)は (

−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.3.161)

を満たす。k =
√
λ，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.3.161)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.162)

と書ける。(7.3.162)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル
関数Jm(ζ)で与えられる。境界条件R(a) = 0より，kはJm(ζ)の零点 jmnから決ま
る。ここで，Jm(jmn) = 0 (n = 1, 2, · · · )である。よってRmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)

である。正規化因子 Amnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1より，Amn =

√
2

Jm+1(jmn)2a2
と

選ぶ。一方，L̂zの固有値・固有関数は境界条件がノイマン境界条件であることに
注意して以下のように求められる。−∂2zZ(z) = λZ(z)の一般解は k =

√
λとお

くと Z(z) = A sin(kz) + B cos(kz)である。∂Z
∂z
(0) = 0より A = 0である。さら

に，∂Z
∂z
(d) = 0より k = pπ

d
(p = 0, 1, 2, · · · )である。したがって，L̂z の固有値

は λp = k2p = p2π2

d2
である。B は Zp(z)が正規化されるように決める。p = 0の

とき ∫ d
0
dz |B|2 = d|B|2 = 1より B =

√
1
d
と選べばよい。p = 1, 2, · · · のとき∫ d

0
dz |B cos(kpz)|2 = d

2
|B|2 = 1より，B =

√
2
d
と選べばよい。以上より，TMmnp

モードについて，

固有値：k2mnp = k2mn + k2p 固有関数：φmnp(ρ, ϕ, z) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ)Zp(z)

(7.3.163)

kmn =
jmn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) kp =
pπ

d
(p = 0, 1, 2, · · · ) (7.3.164)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
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(2){ |φmnp〉 |m：整数, n = 1, 2, · · · , p = 0, 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，
L̂のスペクトル分解は

L̂ =
∑
mnp

k2mnp |φmnp〉〈φmnp| (7.3.165)

となる。

7.3.21 円筒空洞共振器 (TEモード)

例題 47. 円筒 (底面の半径 a，高さ d)の空洞共振器における電磁波について考え
る。空洞共振器内部の領域を Ω = {(ρ, ϕ, z) | 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d}
とする。電磁波はTEモードであるとし，磁場ベクトルの z成分はHz(ρ, ϕ, z, t) =

u(ρ, ϕ, z)e−iωtと表されるとする。このとき，u(ρ, ϕ, z)はヘルムホルツ方程式(
−L + k2

)
u(ρ, ϕ, z) = 0 L = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
l2
z −

∂2

∂z2
lz = −i

∂

∂ϕ{
∂u
∂ρ
(a, ϕ, z) = 0 (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ d)

u(ρ, ϕ, 0) = 0, u(ρ, ϕ, d) = 0 (0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)

(7.3.166)

を満たす。ここで，cを光速として k2 = ω2/c2である。ρ，ϕ，zを変数とする関数
の関数空間を Vρ(重み関数：ρ)，Vϕ，Vzとするとき，(7.3.166)は Vρ ⊗ Vϕ ⊗ Vzに
おける u(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕz|u〉なる関数 |u〉とエルミート演算子 L̂を用いて(
−L̂+ k2Î

)
|u〉 = 0 L̂ = L̂ρϕ ⊗ Îz + Îρ ⊗ Îϕ ⊗ L̂z Î = Îρ ⊗ Îϕ ⊗ Îz

L̂ρϕ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉
(
−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ

)
〈ρ| ⊗ Îϕ +

∫ a

0

ρdρ |ρ〉 1
ρ2
〈ρ| ⊗ l̂2z

L̂z =

∫ d

0

dz |z〉
(
− ∂2

∂z2

)
〈z| l̂z =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉lz 〈ϕ|

Îρ =

∫ a

0

ρdρ |ρ〉〈ρ| Îϕ =

∫ 2π

0

dϕ |ϕ〉〈ϕ| Îz =

∫ d

0

dz |z〉〈z|

(7.3.167)

と表せる。ここで，|ρ〉，|ϕ〉，|z〉は Vρ，Vϕ，Vzのデルタ関数 〈ρ|ρ′〉 = 1
ρ
δ(ρ− ρ′)，

〈ϕ|ϕ′〉 = δ(ϕ−ϕ′)，〈z|z′〉 = δ(z−z′)であり，|ρϕz〉 = |ρ〉⊗ |ϕ〉⊗ |z〉はVρ⊗Vϕ⊗Vz
のデルタ関数 〈ρϕz|ρ′ϕ′z′〉 = 1

ρ
δ(ρ− ρ′)δ(ϕ− ϕ′)δ(z − z′)である18。以下の問いに

答えよ。
18重み付き内積の場合のデルタ関数については §5.2.5の (5.2.74)および補章C.1を参照してくだ
さい。
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(1) L̂の固有値 k2mnpおよび正規化された固有関数φmnp(ρ, ϕ, z) = 〈ρϕz|φmnp〉を
求めよ。

(2) L̂のスペクトル分解を求めよ。

[ 解答 ]

(1)L̂はVρ⊗Vϕの演算子とVzの演算子のテンソル積の和として表されているから，̂L
の固有値 k2mnpは L̂ρϕの固有値λmnと L̂zの固有値λpの和 k2mnp = λmn+λpで与えら
れ，また，L̂の固有関数 |φmnp〉は L̂ρϕの固有関数 |χmn〉と L̂zの固有関数 |Zp〉のテ
ンソル積 |φmnp〉 = |χmn〉⊗ |Zp〉で与えられる。L̂ρϕの固有値・固有関数は境界条件
がノイマン境界条件であることに注意して以下のように求められる。[ l̂z, L̂ρϕ ] = 0

であるから，l̂zと L̂ρϕは同時対角化可能である。l̂zは角運動量演算子の z成分であ
るから，固有値はm (m：整数)，固有関数はΦm(ϕ) = 〈ϕ|Φm〉 = 1√

2π
eimϕである。

次に，l̂zの固有値mに対応する Vϕにおける l̂zの固有空間をWm = span( |Φm〉)と
して，Vρ ⊗Wmにおける L̂ρϕの固有値問題を考える。 〈ρϕ|χmn〉 = R(ρ)Φm(ϕ)と
すると，R(ρ)は (

−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
R(ρ) = λR(ρ) (7.3.168)

を満たす。k =
√
λ，ζ = kρ，y(ζ) = R(ρ)とおくと，(7.3.168)は

d2

dζ2
y +

1

ζ

d

dζ
y +

(
1− m2

ζ2

)
y = 0 (7.3.169)

と書ける。(7.3.169)はベッセルの微分方程式であり，原点で正則な解はベッセル関
数 Jm(ζ)で与えられる。境界条件R′(a) = 0より，kは J ′

m(ζ)の零点 j′mnから決ま
る。ここで，J ′

m(j
′
mn) = 0 (n = 1, 2, · · · )の根として j′01 = 0は含めないものとする。

よってRmn(ρ) = AmnJm(kmnρ)である。正規化因子Amnは
∫ a
0
ρdρ |Rmn(ρ)|2 = 1

より，Amn =
√

2
(1−m2/j′2mn)Jm(j′mn)

2a2
と選ぶ。一方，̂Lzの固有値・固有関数は境界条件

がディリクレ境界条件であることに注意して以下のように求められる。−∂2zZ(z) =
λZ(z)の一般解はk =

√
λとおくとZ(z) = A sin(kz)+B cos(kz)である。Z(0) = 0

より B = 0である。さらに，Z(d) = 0より k = pπ
d
(p = 1, 2, · · · )である。した

がって，L̂zの固有値は λp = k2p =
p2π2

d2
である。Aは Zp(z)が正規化されるように

決める。∫ d
0
dz |A sin(kpz)|2 = d

2
|A|2 = 1より，A =

√
2
d
と選べばよい。以上より，

TEmnpモードについて，

固有値：k2mnp = k2mn + k2p 固有関数：φmnp(ρ, ϕ, z) = AmnJm(kmnρ)Φm(ϕ)Zp(z)

(7.3.170)
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kmn =
j′mn
a

(m：整数, n = 1, 2, · · · ) kp =
pπ

d
(p = 1, 2, · · · ) (7.3.171)

である。ただし，整数次数のベッセル関数の性質 J−m(x) = (−1)mJm(x)より，kmn
のmとして零または正の整数 (m = 0, 1, 2, · · · )を考えればよい。
(2){ |φmnp〉 |m：整数, n = 1, 2, · · · , p = 1, 2, · · · }は完全正規直交系であるから，L̂
のスペクトル分解は

L̂ =
∑
mnp

k2mnp |φmnp〉〈φmnp| (7.3.172)

となる。
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補章A 行列記法と略記法

A.1 行列記法
本書で用いる行列記法についてまとめておく。先頭に示してある式番号は対応
する第 1章の式のものである1。

(1) (1.1.16)

[ |a1〉 · · · |an〉 ]+ [ |b1〉 · · · |bn〉 ] = [ |a1〉+ |b1〉 · · · |an〉+ |bn〉 ] (A.1.1)

(2) (1.1.17)

λ[ |a1〉 · · · |an〉 ] = [λ |a1〉 · · · λ |an〉 ] (A.1.2)

(3) (1.1.18)  〈α1|
...

〈αn|

+

 〈β1|...
〈βn|

 =

 〈α1|+ 〈β1|
...

〈αn|+ 〈βn|

 (A.1.3)

(4) (1.1.19)

λ

 〈α1|
...

〈αn|

 =

λ 〈α1|
...

λ 〈αn|

 (A.1.4)

1注意しなければならないのは， |a1〉 , · · · , |an〉を縦に並べたり， 〈α1| , · · · , 〈αn|を横に並べた
りしてはいけないという点です。このようにしていけないのは，ベクトル，線形形式を列ベクト
ル，行ベクトルとして表現して考えれば明らかだと思います。ただし，ベクトルの直和や線形形式
の直和を表す際にこのような表し方を用いることがありますので，この点にも注意しておく必要が
あります。
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(5) (1.1.21)  〈α1|
...

〈αn|

[ |a1〉 · · · |an〉 ] =
 〈α1|a1〉 · · · 〈α1|an〉

...
. . .

...

〈αn|a1〉 · · · 〈αn|an〉

 (A.1.5)

(6) (1.1.23)

X̂[ |a1〉 · · · |an〉 ] = [ X̂ |a1〉 · · · X̂ |an〉 ] (A.1.6)

(7) (1.1.24)  〈α1|
...

〈αn|

X̂ =

 〈α1| X̂
...

〈αn| X̂

 (A.1.7)

(8) (1.1.26)

[ |a1〉 · · · |an〉 ]

 〈α1|
...

〈αn|

 = |a1〉〈α1|+ · · ·+ |an〉〈αn| (A.1.8)

(9) (1.1.42)

[ |a1〉 · · · |an〉 ]† =

 〈a1|...
〈an|

 (A.1.9)

(10) (1.1.43)  〈α1|
...

〈αn|


†

= [ |α1〉 · · · |αn〉 ] (A.1.10)

A.2 略記法
本書で用いる略記法についてまとめておく。| a ]，[α |を

| a ] = [ |a1〉 · · · |an〉 ] [α | =

 〈α1|
...

〈αn|
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によって定義し，これらを用いて以下のような略記を行う。それぞれの略記に対
応する和の記号による式も示す。
(1) ベクトルの線形結合

| a ]c = [ |a1〉 · · · |an〉 ]

c1...
cn

 =
n∑
i=1

ci |ai〉 (A.2.1)

(2) 線形形式の線形結合

γ[α | = [ γ1 · · · γn ]

 〈α1|
...

〈αn|

 =
n∑
i=1

γi 〈αi| (A.2.2)

(3) ダイアドの線形結合 (ダイアディック)

| a ]X[α | = [ |a1〉 · · · |an〉 ]

X11 · · · X1n

...
. . .

...

Xn1 · · · Xnn


 〈α1|

...

〈αn|

 =
n∑
i=1

n∑
j=1

Xij |ai〉〈αj|

(A.2.3)

特にXが単位行列 Iのとき

| a ][α | = [ |a1〉 · · · |an〉 ]

 〈α1|
...

〈αn|

 =
n∑
i=1

|ai〉〈αi| (A.2.4)
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補章B 球座標における軌道角運動量演算子

B.1 球座標
直交座標 (x, y, z)と球座標 (r, θ, ϕ)は

x = r sin θ cosϕ y = r sin θ sinϕ z = r cos θ (B.1.1)

の関係にある。位置 r = x ex + y ey + z ezにおいて，正規直交基底 {ex, ey, ez}か
ら正規直交基底 {er, eθ, eϕ}への基底変換 [ er eθ eϕ ] = [ ex ey ez ]P の基底変換の
行列 P およびその逆行列 P−1は

P =


1
hr

∂x
∂r

1
hθ

∂x
∂θ

1
hϕ

∂x
∂ϕ

1
hr

∂y
∂r

1
hθ

∂y
∂θ

1
hϕ

∂y
∂ϕ

1
hr

∂z
∂r

1
hθ

∂z
∂θ

1
hϕ

∂z
∂ϕ

 P−1 =

hr
∂r
∂x

hr
∂r
∂y

hr
∂r
∂z

hθ
∂θ
∂x

hθ
∂θ
∂y

hθ
∂θ
∂z

hϕ
∂ϕ
∂x

hϕ
∂ϕ
∂y

hϕ
∂ϕ
∂z

 (B.1.2)

によって与えられる。ここで，hr = r，hθ = r，hϕ = r sin θは球座標のスケール
因子である。この基底変換は正規直交基底の間の基底変換であるから，P はユニ
タリ行列であり，P−1 = P † を満たす。よって，hr

∂r
∂x

hr
∂r
∂y

hr
∂r
∂z

hθ
∂θ
∂x

hθ
∂θ
∂y

hθ
∂θ
∂z

hϕ
∂ϕ
∂x

hϕ
∂ϕ
∂y

hϕ
∂ϕ
∂z

 =


1
hr

∂x
∂r

1
hr

∂y
∂r

1
hr

∂z
∂r

1
hθ

∂x
∂θ

1
hθ

∂y
∂θ

1
hθ

∂z
∂θ

1
hϕ

∂x
∂ϕ

1
hϕ

∂y
∂ϕ

1
hϕ

∂z
∂ϕ

 (B.1.3)

が成り立つ。(B.1.3)の右辺は容易に計算できるから，左辺の r，θ，ϕの x，y，z
による偏微分を右辺の x，y，zの r，θ，ϕによる偏微分を計算することによって
得ることができる。つまり，

∂r
∂x

∂r
∂y

∂r
∂z

r ∂θ
∂x

r ∂θ
∂y

r ∂θ
∂z

r sin θ ∂ϕ
∂x

r sin θ ∂ϕ
∂y

r sin θ ∂ϕ
∂z

 =

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

− sinϕ cosϕ 0

 (B.1.4)
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である。
[ (B.1.2)の証明 ] 位置 r = x ex + y ey + z ezにおける線素ベクトル drは

dr = dx ex + dy ey + dz ez = hrdr er + hθdθ eθ + hϕdϕ eϕ (B.1.5)

と書ける。(B.1.5)より，

er =
1

hr

∂x

∂r
ex +

1

hr

∂y

∂r
ey +

1

hr

∂z

∂r
ez

eθ =
1

hθ

∂x

∂θ
ex +

1

hθ

∂y

∂θ
ey +

1

hθ

∂z

∂θ
ez

eϕ =
1

hϕ

∂x

∂ϕ
ex +

1

hϕ

∂y

∂ϕ
ey +

1

hϕ

∂z

∂ϕ
ez

(B.1.6)

あるいは

ex = hr
∂r

∂x
er + hθ

∂θ

∂x
eθ + hϕ

∂ϕ

∂x
eϕ

ey = hr
∂r

∂y
er + hθ

∂θ

∂y
eθ + hϕ

∂ϕ

∂y
eϕ

ez = hr
∂r

∂z
er + hθ

∂θ

∂z
eθ + hϕ

∂ϕ

∂z
eϕ

(B.1.7)

であるから，基底変換 [ er eθ eϕ ] = [ ex ey ez ]P の基底変換の行列P およびその逆
行列 P−1は (B.1.2)によって与えられることがわかる。 ■

なお，r，θ，ϕの x，y，zによる偏微分は

r2 = x2 + y2 + z2 tan2 θ =
x2 + y2

z2
tanϕ =

y

x
(B.1.8)

を x，y，zによって偏微分することにより得ることもできる (計算略)。

B.2 球座標における軌道角運動量演算子の座標表示
球座標 (r, θ, ϕ)における軌道角運動量演算子の座標表示lおよびその 2乗の座標

表示l2を導く。また，l2と波数演算子の 2乗の座標表示k2との関係についても
述べる。
軌道角運動量演算子の球座標 (r, θ, ϕ)に関する座標表示は，その直交座標 (x, y, z)

に関する座標表示

lx = −i
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
ly = −i

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
lz = −i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
(B.2.1)
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を変数変換することにより，

lx = −i
(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)
ly = −i

(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)
lz = −i

∂

∂ϕ

(B.2.2)

と表される。
[ (B.2.2)の証明 ]直交座標 (x, y, z)と球座標 (r, θ, ϕ)の間の変数変換x = r sin θ cosϕ，
y = r sin θ sinϕ，z = r cos θについて示した補章 B.1の (B.1.4)を用いると，連鎖
律により

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
= sin θ cosϕ

∂

∂r
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ
= sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
∂

∂z
=
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕ
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
(B.2.3)
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と書ける。(B.2.3)より，

lx = −i
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= −i

(
r cos θ sin θ sinϕ

∂

∂r
− sin2 θ sinϕ

∂

∂θ

−r cos θ sin θ sinϕ ∂

∂r
− cos2 θ sinϕ

∂

∂θ
− cos θ cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
= −i

(
−cosϕ

tan θ

∂

∂ϕ
− sinϕ

∂

∂θ

)
ly = −i

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
= −i

(
r cos θ sin θ sinϕ

∂

∂r
+ cos2 θ cosϕ

∂

∂θ
− cos θ sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ

−r cos θ sin θ cosϕ ∂

∂r
+ sin2 θ cosϕ

∂

∂θ

)
= −i

(
− sinϕ

tan θ

∂

∂ϕ
+ cosϕ

∂

∂θ

)
lz = −i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −i

(
r sin2 θ cosϕ sinϕ

∂

∂r
+ cos θ sin θ cosϕ sinϕ

∂

∂θ
+ cos2 ϕ

∂

∂ϕ

−r sin2 θ cosϕ sinϕ
∂

∂r
− cos θ sin θ cosϕ sinϕ

∂

∂θ
+ sin2 ϕ

∂

∂ϕ

)
= −i ∂

∂ϕ
(B.2.4)

を得る。 ■

軌道角運動量演算子の 2乗の球座標 (r, θ, ϕ)に関する座標表示は

l2 = −
(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(B.2.5)

と表される。
[ (B.2.5)の証明 ] 球座標 (r, θ, ϕ)によって表した勾配

∇ = er
∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ
(B.2.6)
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を用いると，r = r erより，

l = −ir ×∇ = −i
(
eϕ

∂

∂θ
− eθ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
(B.2.7)

と書ける。lx，ly，lzはエルミート演算子であるから，

(lxf,lxg) + (lyf,lyg) + (lzf,lzg) = (f,l2
xg) + (f,l2

y g) + (f,l2
z g) = (f,l2g)

(B.2.8)

が成り立つ。(B.2.7)を用いると，(B.2.8)の左辺は∫
d3r (lf)∗ · lg =

∫
r2 sin θdrdθdϕ

(
∂f ∗

∂θ

∂g

∂θ
+

1

sin2 θ

∂f ∗

∂ϕ

∂g

∂ϕ

)
=

∫
r2drdθdϕ

(
∂f ∗

∂θ
sin θ

∂g

∂θ
+

1

sin θ

∂f ∗

∂ϕ

∂g

∂ϕ

)
①
= −

∫
r2drdθdϕ

(
f ∗ ∂

∂θ
sin θ

∂g

∂θ
+ f ∗ 1

sin θ

∂2g

∂ϕ2

)
= −

∫
r2 sin θdrdθdϕ f ∗

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
g

= −
∫
d3r f ∗

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
g

(B.2.9)

と書ける。等式①において θ，ϕについて部分積分を行った1。(B.2.8)の右辺と
(B.2.9)の右辺を比べることにより (B.2.5)を得る。 ■

波数演算子の 2乗の球座標 (r, θ, ϕ)に関する座標表示は

k2 = − 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
− 1

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(B.2.10)

と表される。(B.2.5)より，(B.2.10)の右辺第 2項は l2/r2である。
[ (B.2.10)の証明 ] 球座標 (r, θ, ϕ)によって表した勾配

∇ = er
∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ
(B.2.11)

を用いると，

k = −i∇ = −i
(
er
∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ

)
(B.2.12)

1θについての部分積分で境界項が消えるのは，被積分関数に sin θの因子があるためです。ま
た，ϕについての部分積分で境界項が消えるのは，被積分関数が ϕの 2πの周期関数だからです。
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と書ける。kx，ky，kzはエルミート演算子であるから，

(kxf,kxg) + (kyf,kyg) + (kzf,kzg) = (f,k2
xg) + (f,k2

yg) + (f,k2
zg) = (f,k2g)

(B.2.13)

が成り立つ。(B.2.12)を用いると，(B.2.13)の左辺は∫
d3r (kf)∗ ·kg =

∫
r2 sin θdrdθdϕ

(
∂f ∗

∂r

∂g

∂r
+

1

r2
∂f ∗

∂θ

∂g

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂f ∗

∂ϕ

∂g

∂ϕ

)
=

∫
drdθdϕ

(
sin θ

∂f ∗

∂r
r2
∂g

∂r
+
∂f ∗

∂θ
sin θ

∂g

∂θ
+

1

sin θ

∂f ∗

∂ϕ

∂g

∂ϕ

)
①
= −

∫
drdθdϕ

(
sin θf ∗ ∂

∂r
r2
∂g

∂r
+ f ∗ ∂

∂θ
sin θ

∂g

∂θ
+ f ∗ 1

sin θ

∂2g

∂ϕ2

)
= −

∫
r2 sin θdrdθdϕ f ∗

(
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

))
g

= −
∫
d3r f ∗

(
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

))
g

(B.2.14)

と書ける。等式①において r，θ，ϕについて部分積分を行った2。(B.2.13)の右辺
と (B.2.14)の右辺を比べることにより (B.2.10)を得る。 ■

2rについての部分積分で境界項が消えるのは，被積分関数に r2の因子があることと，被積分関
数が r →∞において十分速やかに 0に収束するものを対象としていることによります (そうでな
いと，kはエルミート演算子になりません)。θについての部分積分で境界項が消えるのは，被積
分関数に sin θの因子があるためです。また，ϕについての部分積分で境界項が消えるのは，被積
分関数が ϕの 2πの周期関数だからです。
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補章C 重み付き内積

C.1 重み付き内積
区間 [ a, b ]における関数全体のなす線形空間を考える。正の実関数w(x)を用い
て関数 |f〉と |g〉の重み付き内積を

( |f〉 , |g〉) =
∫ b

a

w(x)dx f(x)∗g(x) (C.1.1)

によって定義する。w(x)を重み関数という。関数 |f〉を矩形関数の線形結合で近
似することを考える。そこで，一旦区間を [ a−∆x/2, b+∆x/2 ]として，矩形関
数 |τi〉 (i = 1, · · · , n)を

τi(x) =


1√

w(x)∆x
(xi −∆x/2 < x < xi +∆x/2)

0 (上記以外)

(C.1.2)

によって定義する。ここで，xi = a + (i − 1)∆x，∆x = (b − a)/(n − 1)である。
V = span( |τ1〉 , · · · , |τn〉)とすると，

τ = { |τ1〉 , · · · , |τn〉}は V の正規直交基底 (C.1.3)

である。
[ (C.1.3)の証明 ] |τi〉と |τj〉の内積を計算する。i = jのとき，

〈τi|τi〉 =
∫ b+∆x/2

a−∆x/2

w(x)dx τi(x)
∗τi(x) =

∫ xi+∆x/2

xi−∆x/2

w(x)dx

(
1√

w(x)∆x

)2

= 1

(C.1.4)

であるから，|τi〉は正規化されている。一方，i 6= jのときは恒等的に τi(x)τj(x) = 0

となるから，〈τi|τj〉 = 0，つまり，|τi〉と |τj〉は直交する。以上より，(C.1.3)が示
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された。 ■

次に n→∞の極限を考える。 |τi〉と |f〉の内積は

lim
n→∞

〈τi|f〉 = lim
n→∞

∫ xi+∆x/2

xi−∆x/2

w(x)dx
1√

w(x)∆x
f(x) = lim

n→∞

√
w(xi)∆xf(xi)

(C.1.5)

となるから，ダイアドの定義 (2.2.16)より，

lim
n→∞

|τi〉〈τi|f〉 = lim
n→∞

√
w(xi)∆xf(xi) |τi〉 (C.1.6)

である。(C.1.6)を i = 1, · · · , nについて和をとり完全性関係 Î = | τ ][ τ |を考慮す
ると，

|f〉 = lim
n→∞

n∑
i=1

√
w(xi)∆xf(xi) |τi〉 = lim

n→∞

n∑
i=1

w(xi)∆xf(xi)
1√

w(xi)∆x
|τi〉

(C.1.7)

と書ける。 |x〉を

|x〉 = lim
n→∞

1√
w(xi)∆x

|τi〉 (C.1.8)

によって定義すると，

|f〉 =
∫ b

a

w(x)dx f(x) |x〉 (C.1.9)

を得る。また，(C.1.5)と (C.1.8)より

〈x|f〉 = f(x) (C.1.10)

である。したがって，|x〉 = |ξ〉と |f〉の内積は 〈ξ|f〉 = f(ξ)であり，(C.1.9)より

f(ξ) =

∫ b

a

w(x)dxf(x) 〈ξ|x〉 (C.1.11)

と書ける。 〈ξ|x〉が実数であること，つまり， 〈ξ|x〉 = 〈x|ξ〉であること，および，
デルタ関数の定義 (5.1.4)より，

〈x|ξ〉 = 1

w(x)
δ(x− ξ) (C.1.12)
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を得る1。以上より，関数 |ξ〉がデルタ関数 δ(x− ξ)に対応することがわかった。
デルタ関数 |x〉に関する完全性関係は，Î =

∑n
i=1 |τi〉〈τi|において n → ∞の極

限をとることにより，

Î =

∫ b

a

w(x)dx |x〉〈x| (C.1.13)

と表せる。また，位置演算子 x̂を，x̂ =
∑n

i=1 xi |τi〉〈τi|とおいて n→∞の極限を
とることにより，

x̂ =

∫ b

a

w(x)dx x |x〉〈x| (C.1.14)

によって定義する。x̂はエルミート演算子であり，

x̂ |x〉 = x |x〉 〈x| x̂ = x 〈x| (C.1.15)

が成り立つ。 |x〉は x̂の固有値 xに属する固有関数である。
§5.1.3で述べた完全性関係 (5.1.16)は，(C.1.10)と (C.1.12)を用いると以下のよ

うに修正される。完全正規直交系 { |ui〉}に関する完全性関係は

Î =
∑
i

|ui〉〈ui| (C.1.16)

である。(C.1.16)の両辺を 〈x|と |x′〉ではさむことにより，

〈x|x′〉 =
∑
i

〈x|ui〉〈ui|x′〉 つまり 1

w(x)
δ(x− x′) =

∑
i

ui(x)ui(x
′)∗ (C.1.17)

を得る。

1変数変換 u = u(x) =
∫ x

w(x′)dx′を行うと，w(x)dx = duおよび 1
w(x)δ(x−ξ) = δ(u(x)−u(ξ))

となります。(C.1.12)はこの変数変換に伴う修正だと考えることもできます。実際， |u〉 = |x〉と
選べば，変数を uとする関数全体のなす関数空間では重み関数を 1とした場合のデルタ関数の公
式が成り立ちます。
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