
線形代数要綱
線形空間
集合 V の元 |a⟩， |b⟩について和 |a⟩+ |b⟩と複素数 λによるスカラー倍 λ |a⟩が定
められており， |a⟩ + |b⟩ ∈ V および λ |a⟩ ∈ V であるとき，V を線形空間または
ベクトル空間という。また， |a⟩， |b⟩をベクトルという。V の任意のベクトル |a⟩
は基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}によって |a⟩ = a1 |e1⟩ + · · · + an |en⟩と一意的に表さ
れる。nを V の次元といい，n = dimV と表す。また，V の部分集合W がそれ自
身線形空間であるとき，W を V の部分空間という。
双対空間
線形空間 V において，基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}によりベクトル |a⟩が |a⟩ =

a1 |e1⟩+· · ·+an |en⟩と表されるとき，⟨εi|a⟩ = aiによって定義されるε = { ⟨ε1| , · · · , ⟨εn|}
を基底 eの双対基底という。このとき，⟨εi|ej⟩ = δijである。また，⟨α| = α1 ⟨ε1|+
· · ·+ αn ⟨εn|を線形形式といい，線形形式全体のなす線形空間 V ∗を V の双対空間
という。 ⟨α|a⟩ = α1a1 + · · ·+ αnanを ⟨α|と |a⟩のペアリングという。| e ]および
[ ε |を

| e ] = [ |e1⟩ · · · |en⟩ ] [ ε | =

 ⟨ε1|
...

⟨εn|

 (1)

とおいて行列記法を用いると，単位行列 Iは
I = [ ε | e ] (2)

と表せる。
線形変換
V における変換 X̂ が X̂( |a⟩ + |b⟩) = X̂ |a⟩ + X̂ |b⟩およびX̂(λ |a⟩) = λX̂ |a⟩ を満
たすとき，X̂ を線形変換という。特に，任意のベクトル |a⟩に対して Î |a⟩ = |a⟩
を満たす線形変換 Îを恒等変換という。また，X̂X̂−1 = X̂−1X̂ = Îを満たす X̂−1

が存在するとき，X̂−1を X̂の逆変換という。X̂ |a⟩の全体を X̂の像といい，im X̂

と表す。また，X̂ |a⟩ = 0となる |a⟩の全体を X̂ の核といい，ker X̂ と表す。像
と核はともに V の部分空間であり，dimV = dim im X̂ + dimker X̂ が成り立つ。
dim im X̂ = rank X̂と表し，これを X̂の階数という。
射影と完全性関係
任意のベクトル |a⟩ = a1 |e1⟩+ · · ·+an |en⟩に対して，( |ei⟩⟨εi|) |a⟩ = |ei⟩ ( ⟨εi|a⟩) =
ai |ei⟩によって定義される線形変換 P̂i = |ei⟩⟨εi|を ker P̂iに沿う ei軸への射影とい
う。射影は P̂ 2

i = P̂i，̂PiP̂j = 0̂ (i ̸= j)を満たす。さらに，̂I = |e1⟩⟨ε1|+· · ·+ |en⟩⟨εn|，
つまり，

Î = | e ][ ε | (3)
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が成り立つ。これを完全性関係という。より一般に， |e1⟩ , · · · , |en⟩を r組に分
けて，それぞれの組を基底とする部分空間をW(1), · · · ,W(r)とするとき，P̂(k) =∑

|ei⟩∈W(k)
P̂iを ker P̂(k)に沿う部分空間W(k)への射影という。W(k) = im P̂(k)であ

る。また，P̂ 2
(k) = P̂(k)，P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k ̸= l)，Î = P̂(1) + · · ·+ P̂(r)が成り立つ。こ

のとき，V = W(1)+̇ · · · +̇W(r)と表し，V はW(1), · · · ,W(r)の直和であるという。
列ベクトル表現と行ベクトル表現
基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}によってベクトル |a⟩を

|a⟩ = a1 |e1⟩+ · · ·+ an |en⟩ = | e ]a ここで，a =

a1...
an

 (4)

と表すとき，列ベクトルaを基底 eによる |a⟩の列ベクトル表現という。I = [ ε | e ]
より，

a = [ ε |a⟩ (5)

と書ける。また，双対基底 ε = { ⟨ε1| , · · · , ⟨εn|}によって線形形式 ⟨α|を

⟨α| = α1 ⟨ε1|+ · · ·+ αn ⟨εn| = α[ ε | ここで，α = [α1 · · · αn ] (6)

と表すとき，行ベクトルαを双対基底 εによる ⟨α|の行ベクトル表現という。I =

[ ε | e ]より，

α = ⟨α| e ] (7)

と表せる。列ベクトル表現と行ベクトル表現を数ベクトル表現という。完全性関
係 Î = | e ][ ε |を用いると，ペアリングは ⟨α|a⟩ = ⟨α|Î|a⟩ = ⟨α| e ][ ε |a⟩ = αaと
書ける。
行列表現
線形変換 X̂の基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}に対する作用を表す行列Xを

X̂| e ] = | e ]X ここで，X =

X11 · · · X1n

...
. . .

...

Xn1 · · · Xnn

 (8)

によって定義する。Xを基底 eによる X̂の行列表現という。Xij = ⟨εi|X̂|ej⟩であ
る。I = [ ε | e ]および Î = | e ][ ε |より，

X = [ ε |X̂| e ] X̂ = | e ]X[ ε | (9)
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と表せる。
基底変換
基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}と基底 e′ = { |e′1⟩ , · · · , |e′n⟩}が

| e′ ] = | e ]P ここで，P =

P11 · · · P1n

...
. . .

...

Pn1 · · · Pnn

 (10)

の関係にあるとき，これを基底 eから基底 e′への基底変換といい，P を基底変換
の行列という。このとき，基底 e′から基底 eへの基底変換は，| e ] = | e′ ]P−1であ
る。P と P−1は，

P = [ ε | e′ ] P−1 = [ ε′ | e ] (11)

で与えられる。さらに，[ ε′ | = [ ε′ | e ][ ε |に上の第 2式を用いると，

[ ε′ | = P−1[ ε | (12)

を得る。P の第 i列は基底 eによる |e′i⟩の列ベクトル表現 [ ε |e′i⟩であり，これを e′
i

と表すと，

P = [ e′
1 · · · e′

n ] (13)

である。P−1の第 i行は双対基底 εによる ⟨ε′i|の行ベクトル表現 ⟨ε′i| e ]であり，こ
れを ε′iと表すと，

P−1 =

ε
′
1
...

ε′n

 (14)

である。e′
iと ε′iを用いると，基底 eによる射影 |e′i⟩⟨ε′i|の行列表現は

[ ε |e′i⟩⟨ε′i| e ] = e′
iε

′
i (15)

となる。また，完全性関係は

I = e′
1ε

′
1 + · · ·+ e′

nε
′
n (16)

と表せる。
表現の変換則
基底e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}から基底e′ = { |e′1⟩ , · · · , |e′n⟩}への基底変換 | e′ ] = | e ]P
により，表現は以下のように変換される。ベクトルの列ベクトル表現については，
a′ = [ ε′ |a⟩ = P−1[ ε |a⟩ = P−1aより，

a′ = P−1a (17)
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である。また，線形形式の行ベクトル表現については，α′ = ⟨α| e′ ] = ⟨α| e ]P = αP

より，

α′ = αP (18)

である。これらより，α′a′ = αaである。線形変換の行列表現については，X ′ =

[ ε′ |X̂| e′ ] = P−1[ ε |X̂| e ]P = P−1XP より，

X ′ = P−1XP (19)

である。

固有値問題
線形変換 X̂ について，X̂ |p⟩ = ξ |p⟩を満たす複素数 ξと 0でないベクトル |p⟩が
存在するとき，ξを X̂ の固有値， |p⟩を X̂ の固有値 ξに属する固有ベクトルとい
う。また，固有値 ξに属する固有ベクトルの全体と 0をあわせた集合は V の部分
空間をなす。これを X̂の固有値 ξに対応する固有空間という。これらを決定する
問題を固有値問題という。
行列表現の対角化
線形変換 X̂の固有ベクトルからなる基底をとれる場合を考える。つまり，

X̂ |pi⟩ = ξi |pi⟩ (20)

を満たす |pi⟩からなる基底 p = { |p1⟩ , · · · , |pn⟩}をとれるとする。このとき，基底
pによる X̂の行列表現 Ξは，基底 pの双対基底を π = { ⟨π1| , · · · , ⟨πn|}として，

Ξ = [ π |X̂| p ] =

ξ1 O
. . .

O ξn

 (21)

となる。つまり，Ξは対角行列となる。したがって，任意の基底e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}
から基底 p = { |p1⟩ , · · · , |pn⟩}への基底変換の行列を P とする，つまり，P =

[ ε | p ] = [p1 · · · pn ]とすると，基底 eによる X̂の行列表現X(必ずしも対角行列
とは限らない)は，表現の変換 Ξ = P−1XP により，基底 pによる X̂ の行列表現
Ξ(対角行列)として対角化される。このとき，X̂は対角化可能であるという。
スペクトル分解
線形変換X̂の固有ベクトルからなる基底p = { |p1⟩ , · · · , |pn⟩}をとれるとき，その双
対基底をπ = { ⟨π1| , · · · , ⟨πn|}とすると，X̂ = X̂Î = X̂( |p1⟩⟨π1|+ · · ·+ |pn⟩⟨πn|) =
X̂ |p1⟩⟨π1|+ · · ·+ X̂ |pn⟩⟨πn|であるから，X̂ |pi⟩ = ξi |pi⟩より，

X̂ = ξ1 |p1⟩⟨π1|+ · · ·+ ξn |pn⟩⟨πn| (22)
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と表せる。これを X̂のスペクトル分解という。上式より，
⟨πi| X̂ = ξi ⟨πi| (23)

および
X̂k = ξk1 |p1⟩⟨π1|+ · · ·+ ξkn |pn⟩⟨πn| (k = 1, 2, · · · )

X̂−1 =
1

ξ1
|p1⟩⟨π1|+ · · ·+ 1

ξn
|pn⟩⟨πn| (ξi ̸= 0)

(24)

が成り立つ。
固有射影
対角化可能な線形変換 X̂ の相異なる固有値を ξ(1), · · · , ξ(r)とする。固有値 ξ(k)に
対応する固有空間W(k)への射影 P̂(k) =

∑
|pi⟩∈W(k)

|pi⟩⟨πi|を X̂ の固有値 ξ(k)に対
応する固有射影という。固有射影について，X̂P̂(k) = P̂(k)X̂ = ξ(k)P̂(k)が成り立
つ。完全性関係は Î = P̂(1) + · · · + P̂(r)と書ける。また，X̂ のスペクトル分解は
X̂ = ξ(1)P̂(1) + · · ·+ ξ(r)P̂(r)と書ける。P̂(k)は

P̂(k) =
(X̂ − ξ(1)Î) · · · (X̂ − ξ(k−1)Î)(X̂ − ξ(k+1)Î) · · · (X̂ − ξ(r)Î)

(ξ(k) − ξ(1)) · · · (ξ(k) − ξ(k−1))(ξ(k) − ξ(k+1)) · · · (ξ(k) − ξ(r))
(25)

により得られる。上式より，P̂(k)は X̂の r − 1次の多項式である。
可換な線形変換の同時対角化
[ X̂, Ŷ ] = X̂Ŷ −Ŷ X̂を X̂と Ŷ の交換子という。また，[ X̂, Ŷ ] = 0̂のとき X̂と Ŷ は
可換あるいは交換可能であるという。そうでないとき，X̂と Ŷ は非可換であるとい
う。対角化可能な 2つの線形変換 X̂，Ŷ が共通の固有ベクトルからなる基底によっ
て同時に対角行列として表現できるための必要十分条件は X̂と Ŷ が可換であるこ
とである。つまり，可換な線形変換は同時対角化可能である。このことは，以下の
ように示すことができる。X̂，Ŷ のスペクトル分解を X̂ = ξ(1)P̂(1) + · · ·+ ξ(r)P̂(r)，
Ŷ = η(1)Q̂(1) + · · · + η(s)Q̂(s) とする。[ X̂, Ŷ ] = 0̂より [ P̂(k), Q̂(l) ] = 0̂である
から，X̂，Ŷ は，共通の射影の組 {P̂(k)Q̂(l)|k = 1, · · · , r; l = 1, · · · , s}を用いて，
X̂ =

∑r
k=1

∑s
l=1 ξ(k)P̂(k)Q̂(l)，Ŷ =

∑r
k=1

∑s
l=1 η(l)P̂(k)Q̂(l)とスペクトル分解でき

る。つまり，im P̂(k)Q̂(l)から選んだベクトルからなる基底を用いると，X̂，Ŷ の行
列表現はともに対角行列となる。
固有多項式と固有方程式
線形変換 X̂について，ξの n次多項式 det(X̂ − ξÎ)を X̂の固有多項式，ξの n次方
程式 det(X̂ − ξÎ) = 0を X̂ の固有方程式という。固有値 ξは固有方程式の根 ξと
して定まり，これに対応する固有空間は ker(X̂ − ξÎ)として定まる。X̂ が対角化
可能であるためには，根 ξの代数的重複度をm(ξ)とするとき，すべての ξについ
て，m(ξ) = dimker(X̂ − ξÎ) = n− rank(X̂ − ξÎ)でなければならない。
内積
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2つのベクトル |a⟩と |b⟩から 1つの複素数 ( |a⟩ , |b⟩)への対応を与える演算 ( · , · )
が以下の 4つの性質を満たすとき，( · , · )を内積という。

1. ( |b⟩ , |a⟩) = ( |a⟩ , |b⟩)∗

2. ( |a⟩ , |b⟩+ |b′⟩) = ( |a⟩ , |b⟩) + ( |a⟩ , |b′⟩)

3. ( |a⟩ , λ |b⟩) = λ( |a⟩ , |b⟩)

4. ( |a⟩ , |a⟩) ≥ 0 等号は |a⟩ = 0のときに限る

( |a⟩ , |b⟩) = 0のとき |a⟩と |b⟩は直交するという。内積が定められた線形空間を
内積空間または計量線形空間という。
エルミート共役
任意のベクトル |b⟩に対して ( |a⟩ , |b⟩) = ⟨a|b⟩を満たす線形形式 ⟨a|をベクトル
|a⟩のエルミート共役という。 ⟨a|を |a⟩†とも表す。 |a⟩ = a1 |e1⟩ + · · · + an |en⟩
のとき ( |a⟩ , |b⟩) = a∗1( |e1⟩ , |v⟩) + · · · + a∗n( |en⟩ , |b⟩) = a∗1 ⟨e1|b⟩ + · · · + a∗n ⟨en|b⟩
であるから， ⟨a| = a†[ e |と書ける。ここで，a† = [ a∗1 · · · a∗n ]である。また，
(X̂ |a⟩ , |b⟩) = ( |a⟩ , X̂† |b⟩)によって定義される線形変換 X̂†を線形変換 X̂のエル
ミート共役という。特に，[ X̂, X̂† ] = 0を満たす線形変換を正規変換という。重要
な正規変換として，X̂† = X̂を満たす線形変換として定義されるエルミート変換，
および，X̂† = X̂−1を満たす線形変換として定義されるユニタリ変換がある。
ノルム
|| |a⟩ || =

√
⟨a|a⟩をベクトル |a⟩のノルムという。このとき以下の性質が成り立つ。

1. |a⟩ ̸= 0 ⇔ || |a⟩ || > 0

2. ||λ |a⟩ || = |λ||| |a⟩ ||

3. | ⟨a|b⟩ | ≤ || |a⟩ |||| |b⟩ || あるいは ⟨a|b⟩⟨b|a⟩ ≤ ⟨a|a⟩⟨b|b⟩
(シュワルツの不等式)

4. || |a⟩+ |b⟩ || ≤ || |a⟩ ||+ || |b⟩ || (三角不等式)

正規直交基底と正射影
基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}が ⟨ei|ej⟩ = δijを満たすとき，基底 eは正規直交基底で
あるという。その双対基底は ε = { ⟨e1| , · · · , ⟨en|}である。つまり，[ ε | = [ e |で
ある。したがって，正規直交基底の場合，

I = [ e | e ] Î = | e ][ e | (26)

と書ける。このとき，射影 P̂i = |ei⟩⟨ei|はエルミート変換となる。つまり，P̂ †
i = P̂i

である。エルミートな射影を正射影という。より一般に，|e1⟩ , · · · , |en⟩を r組に
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分けて，それぞれの組を基底とする部分空間をW(1), · · · ,W(r)とするとき，P̂(k) =∑
|ei⟩∈W(k)

P̂i を部分空間W(k) への正射影という。W(k) = im P̂(k) である。また，
P̂ 2
(k) = P̂(k)，P̂(k)P̂(l) = 0̂ (k ̸= l)，P̂ †

(k) = P̂(k)，Î = P̂(1) + · · · + P̂(r)が成り立つ。
このとき，V = W(1) ⊕ · · · ⊕W(r)と表し，V はW(1), · · · ,W(r)の直交直和であると
いう。
グラム-シュミットの直交化法
基底 ẽ = { |ẽ1⟩ , · · · , |ẽn⟩}が正規直交基底でない場合，正射影を用いることにより，
基底 ẽから正規直交基底基底 e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}をつくることができる。以下の
手続きにより正規直交基底を得る方法をグラム-シュミットの直交化法という。

(1) |e1⟩ =
|ẽ1⟩

|| |ẽ1⟩ ||

(2) P̂ = |e1⟩⟨e1|とおき，|e2⟩ = |ẽ2⟩ − P̂ |ẽ2⟩
|| |ẽ2⟩ − P̂ |ẽ2⟩ ||

(3) P̂ = |e1⟩⟨e1|+ |e2⟩⟨e2|とおき，|e3⟩ = |ẽ3⟩ − P̂ |ẽ3⟩
|| |ẽ3⟩ − P̂ |ẽ3⟩ ||

...

(k) P̂ = |e1⟩⟨e1|+ · · ·+ |ek−1⟩⟨ek−1|とおき，|ek⟩ = |ẽk⟩ − P̂ |ẽk⟩
|| |ẽk⟩ − P̂ |ẽk⟩ ||

...

正規直交基底による表現
正規直交基底e = { |e1⟩ , · · · , |en⟩}を用いると，|a⟩と |b⟩の内積は ⟨a|b⟩ = a†[ e | e ]b =

a†b = a∗1b1 + · · ·+ a∗nbnと書ける。この形の内積を標準内積という。また，線形変
換 X̂の行列表現Xは

X = [ e |X̂| e ] =

 ⟨e1|X̂|e1⟩ · · · ⟨e1|X̂|en⟩
...

. . .
...

⟨en|X̂|e1⟩ · · · ⟨en|X̂|en⟩

 (27)

で与えられる。つまり，Xij = ⟨ei|X̂|ej⟩である。
正規直交基底の間の基底変換
正規直交基底 eから正規直交基底 e′への基底変換 | e′ ] = | e ]P を考える。基底変
換の行列 P は

P = [ e | e′ ] =

 ⟨e1|e′1⟩ · · · ⟨e1|e′n⟩
...

. . .
...

⟨en|e′1⟩ · · · ⟨en|e′n⟩

 (28)
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と表せる。一方，正規直交基底 e′から正規直交基底 eへの基底変換の行列は P−1

であるから，

P−1 = [ e′ | e ] =

 ⟨e′1|e1⟩ · · · ⟨e′1|en⟩
...

. . .
...

⟨e′n|e1⟩ · · · ⟨e′n|en⟩

 (29)

と表せる。したがって，P † = P−1，つまり，P はユニタリ行列である。
正規変換の固有値問題
正規変換 X̂の場合，その固有ベクトル，つまり，

X̂ |pi⟩ = ξi |pi⟩ (30)

を満たすベクトル |pi⟩からなる正規直交基底 p = { |p1⟩ , · · · , |pn⟩}をとることが
できる。このとき，X̂は

X̂ = ξ1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ ξn |pn⟩⟨pn| (31)

とスペクトル分解できる。また，

X̂† = ξ∗1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ ξ∗n |pn⟩⟨pn| (32)

である。これより，

X̂† |pi⟩ = ξ∗i |pi⟩ (33)

を得る。したがって，エルミート変換 (X̂† = X̂)の固有値は実数 (ξ∗i = ξi)であり，
ユニタリ変換 (X̂† = X̂−1)の固有値は絶対値が 1の複素数 (ξ∗i = ξ−1

i )である。固
有値 ξiを ξi = xi + iyiとし，

X̂R = x1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ xn |pn⟩⟨pn|
X̂I = y1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ yn |pn⟩⟨pn|

(34)

とおくと，X̂†
R = X̂R, X̂

†
I = X̂I, [ X̂R, X̂I ] = 0である。X̂Rと X̂Iを用いると，

X̂ = X̂R + iX̂I (35)

と表せる。また，ξi = rie
iθiとし，

R̂ = r1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ rn |pn⟩⟨pn|
Û = eiθ1 |p1⟩⟨p1|+ · · ·+ eiθn |pn⟩⟨pn|

(36)

とおくと，R̂† = R̂, Û † = Û−1, [ R̂, Û ] = 0である。R̂と Û を用いると，

X̂ = R̂Û (37)
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と表せる。これを正規変換 X̂の極分解という。
正規変換の疑似逆変換
正規変換 X̂のスペクトル分解

X̂ =
n∑

i=1

ξi |pi⟩⟨pi| =
∑

i(ξi ̸=0)

ξi |pi⟩⟨pi| (38)

に対して，

X̂+ =
∑

i(ξi ̸=0)

1

ξi
|pi⟩⟨pi| (39)

によって定義される線形変換 X̂+を X̂の疑似逆変換という。P̂ =
∑

i(ξi ̸=0) |pi⟩⟨pi|，
Q̂ =

∑
i(ξi=0) |pi⟩⟨pi|とおくと，これらはそれぞれ，im X̂，ker X̂ への正射影であ

り，Î = P̂ + Q̂，X̂X̂+ = X̂+X̂ = P̂，P̂ X̂ = X̂P̂ = X̂，P̂ X̂+ = X̂+P̂ = X̂+，
Q̂X̂ = X̂Q̂ = 0̂，Q̂X̂+ = X̂+Q̂ = 0̂を満たす。正規変換 X̂とベクトル |f⟩が与え
られたとき，非同次方程式

X̂ |u⟩ = |f⟩ (40)

を解くことを考える。解 |u⟩は，P̂ |f⟩ = |f⟩，つまり，Q̂ |f⟩ = 0のときに限り存
在し，

|u⟩ = |u∗⟩+ X̂+ |f⟩ (41)

である。ここで， |u∗⟩は非同次方程式に付随する同次方程式 X̂ |u∗⟩ = 0の一般解
であり，X̂+ |f⟩は非同次方程式の特殊解である。
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