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１． 一次元井戸型ポテンシャル
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xV のもとで 1個の粒子（質量 m）が定常的な運動をしている（但し V0は正定数）。 

(1) 固有関数及び（エネルギー）固有値を求めよ。（シュレディンガー方程式、井戸内外及びポテンシャル境界での固有関数に課せられる条件、井戸内で

の粒子のエネルギーとポテンシャルの大小による場合分け、などの要点に注意し、他人が見て理解できる記述となるように心がけること！） 

粒子のエネルギーを 、波動関数（固有関数）を )(xX とすると、0 < x < aではポテンシャルは V0（一定値）であるので、時間を含まないシュレディ

ンガー方程式は )()(
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 と表わされる。 

（注：一般に、運動量を p

とすると、ポテンシャル )(rV


のもとでの運動に対して古典的なハミルトニアンは )(
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 となる。量子力学での

ハミルトニアンH を求めるには
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  などと変換し、 )()( rrH


  に代入すれば時間を含まないシュレディンガー方程式が得られる。） 

0x 及び ax  でポテンシャルが不連続に変化するので、ポテンシャルが有限値で一定の 0 < x < a （井戸内）と 0x 及び ax  （井戸外）の 2つ

の領域に分けて考える。 

まず、 0x 及び ax  ではポテンシャルが無限大となっており、そのため粒子は井戸内に完全に閉じ込められている。従って、井戸の外で粒子は存

在しないことになるから 0x 及び ax  に対して 0)( xX である。 

（注：波動関数（固有関数）の大きさの二乗は粒子の存在確率に対応する。すなわち、粒子が存在しない位置で固有関数の値は零である。） 

次に、0 < x < aの井戸内について考える。シュレディンガー方程式 )()(
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 （式１）と変

形する。式１を満たす井戸内の固有関数 )(xX は ax ,0 の境界で 0x 及び ax  に対する 0)( xX と値が連続となるように接続されなければな

らない（そうでないと井戸の外と中の境界である ax ,0 で粒子の存在確率に不連続が生じる）。従って、井戸内の固有関数には 0)()0(  aXX と

なる境界条件が課せられる。（注意：井戸内には粒子が存在するのだから、固有関数 )(xX には 0 < x < aで常に零とはならないことも要請される）。 

ここで、式１で表される微分方程式の一般解の形は と
0V の大小関係により次の三つの場合に分けられる。 

① 0V
のとき 

式１右辺の )(xX の係数は 0/)(2 2

0  Vm  となる。そこで 22

0 /)(2   Vm （ 0 ）と置くと、式１は )()( 2
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 と変形で

きる。この微分方程式の一般解は xx TeSexX  )( （ TS, は任意定数）と表される。このとき境界条件 0)()0(  aXX を満たすためには、

0TS かつ 0  aa TeSe  となる必要がある。これら二つが同時に成り立つためには 0TS でなければならず、従って 0)( xX となる。

しかしながら、 0)( xX では井戸内にも粒子が全く存在しないことになり、
0V の場合は物理的に不適である。 

② 0V
のとき 

式１は 0)(
2
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xX
dx

d となる。この一般解は VUxxX )( （ VU , は任意定数）で表される。これが境界条件 0)()0(  aXX を満たすためには

0VU とならなければならず、結局 0)( xX となる。従って、
0V の場合も

0V のときと同様に物理的に不適である。 

③ 0V
のとき 

式１右辺の )(xX の係数が 0/)(2 2

0  Vm  となる。そこで 0
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 と変形できる。この

微分方程式の一般解は kxBkxAxX cossin)(  （ BA, は任意定数）と表される。ここで、 0x での境界条件から 0)0(  BX 。よって

kxAxX sin)(  。また、 ax  での境界条件からは 0sin)(  kaAaX 。従って 0A あるいは 0sin ka でなければいけない。ここで 0A では

0)( xX となって井戸内に粒子が全く存在しないことになり、やはり物理的に不適である。一方、 0sin ka を満たすためには、自然数
xn を用いて

xnkL  の関係を満たす値のみに kを限定すればよい（すなわち、kの値としては ank xnx
/ で与えられる不連続な値しか許されない）。これより、

求める固有関数は x
a

n
AxX x

nnx


sin)(  となる。 

ここで、 ],0[ a における )(xX
xn

の大きさの二乗を計算すると、 2/2/*)sin)(sin*(*
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の大きさが 1となる（
2

)(xX
xn

が粒子の存在確率を表すようにする）ためには aA
xn 2 とすればよい。ここでは簡単のために正の定数を採用し

て aA
xn 2 。 （注：この問題では

xnA は一定値となったが、一般には規格化定数は
xn に依存する。また係数

xnA は複素数であり、その偏角（位

相）までを決めるためにはさらなる境界条件が必要である。） 

 以上の結果をまとめると、固有関数の具体的な形として x
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a
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xn は自然数）と求まる。 

（エネルギー）固有値は、
2

0)(2



Vm
k




 に ank xnx
/ を代入（あるいはシュレディンガー方程式に )(xX
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を代入して計算）するとすぐに求

まり、
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となる。 

（注：束縛＆定常状態の運動及びエネルギー固有値（以下参照）はある不連続な数
xn （あるいはその組み合わせなど）によって記述することができ

る。このような数は量子数と呼ばれる。） 

(2) 第二励起状態までについて、固有関数、粒子の存在確率の位置変化の様子を図示せよ。また、エネルギー準位図も描け。  

エネルギー準位は下図一番右のようになる。なお、エネルギー固有値が最低の状態を基底状態（この場合は 1xn のとき）、次に低い状態を第一励

起状態（ 2xn ）と呼ぶ。 
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とあらわされるので、基底状態及び第一励起状態について固

有関数（青色実線）及び粒子の存在確率（固有関数の大きさの二乗、赤破線）は下図のようになる。（第二励起状態については省略。） 

（注：量子数
xn の状態に対する固有関数の節の数（両端は含めない）は 1xn 個である（基底状態では節なし、第一励起状態で節 1個、… ）。ま

た固有値からポテンシャルを差し引いた値 2
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 は運動エネルギーに対応することを踏まえると、固有関数の一般的性質として運動

エネルギーが大きい場合ほど波数が大きく（波長は短く）、また時間変化を考えた場合の角振動数 /
xx nn   が大きくなることがわかる。） 

 

 

 

(3) 粒子の運動量に対する期待値  p 及びその分散  2)( pp を求めよ。 
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