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第1章 基礎事項

1.1 微分積分
偏微分
変数 x, y, zの関数 f = f(x, y, z)について

(
∂f

∂x

)

yz

= lim
∆x→0

f(x + ∆x, y, z) − f(x, y, z)

∆x
(1.1)

を f の xによる 1階の偏微分という. y, zによる偏微分についても同様に
定義する. ここで, 左辺の ()につけた添え字 yzは偏微分を行うさいに y,

zを一定とみなすことを意味する. 本書では主にこの記法をもちいるが,

偏微分を表すのに
∂f(x, y, z)

∂x
,

∂f

∂x
, ∂xf (1.2)

などの記法も多くもちいられる. ただし, あとの 2つの記法においては偏
微分を行うさいに一定とみなす変数が明示されていないので, これらの記
法をもちいるときには一定とみなす変数が何であるかについて注意する
必要がある. 1 階の偏微分は, テイラー展開

f(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z)

= f(x, y, z) +

(
∂f

∂x

)

yz

∆x +

(
∂f

∂y

)

zx

∆y +

(
∂f

∂z

)

xy

∆z + · · ·
(1.3)

において, 変数 x, y, zの変化∆x, ∆y, ∆zについて 1次の項の係数とし
てあらわれる. (1.3)における · · · は変数の変化について 2次以上の項を
表す.

全微分
変数 x, y, zの微小変化 dx, dy, dzにともなう f の微小変化

df =

(
∂f

∂x

)

yz

dx +

(
∂f

∂y

)

zx

dy +

(
∂f

∂z

)

xy

dz (1.4)
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を f の全微分という. いま, 関数 g, hを一定とするもとでの f の微小変
化を

(df)gh (1.5)

と表すことにしよう. 特に, g = f または h = f ならば

(df)gh = 0 (1.6)

である. このことに注意すると

(df)yz =

(
∂f

∂x

)

yz

(dx)yz +

(
∂f

∂y

)

zx

(dy)yz +

(
∂f

∂z

)

xy

(dz)yz

=

(
∂f

∂x

)

yz

(dx)yz

(1.7)

と書けるから, 両辺を (dx)yzで割ると

(df)yz

(dx)yz

=

(
∂f

∂x

)

yz

(1.8)

が成り立つ. また, x, y, zがもう 1組の変数 u, v, wによって

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) (1.9)

と表される場合, v, wを一定にすると

(df)vw =

(
∂f

∂x

)

yz

(dx)vw +

(
∂f

∂y

)

zx

(dy)vw +

(
∂f

∂z

)

xy

(dz)vw (1.10)

であるから, 両辺を (du)vwで割ると

(df)vw

(du)vw

=

(
∂f

∂x

)

yz

(dx)vw

(du)vw

+

(
∂f

∂y

)

zx

(dy)vw

(du)vw

+

(
∂f

∂z

)

xy

(dz)vw

(du)vw

,

(1.11)

つまり,

(
∂f

∂u

)

vw

=

(
∂f

∂x

)

yz

(
∂x

∂u

)

vw

+

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂y

∂u

)

vw

+

(
∂f

∂z

)

xy

(
∂z

∂u

)

vw

(1.12)
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となる. v, wによる偏微分についても同様に考えると,

(
∂f

∂v

)

wu

=

(
∂f

∂x

)

yz

(
∂x

∂v

)

wu

+

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂y

∂v

)

wu

+

(
∂f

∂z

)

xy

(
∂z

∂v

)

wu

(1.13)

(
∂f

∂w

)

uv

=

(
∂f

∂x

)

yz

(
∂x

∂w

)

uv

+

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂y

∂w

)

uv

+

(
∂f

∂z

)

xy

(
∂z

∂w

)

uv

(1.14)

が成り立つことがわかる. (1.12), (1.13), (1.14) は連鎖律とよばれ, 変数
変換において偏微分の変換則を与える極めて重要な関係式である.

ヤコビ行列とヤコビアン
連鎖律 (1.12), (1.13), (1.14)はヤコビ行列 ∂[x, y, z]/∂[u, v, w]を

∂[x, y, z]

∂[u, v, w]
=




(
∂x

∂u

)

vw

(
∂x

∂v

)

wu

(
∂x

∂w

)

uv(
∂y

∂u

)

vw

(
∂y

∂v

)

wu

(
∂y

∂w

)

uv(
∂z

∂u

)

vw

(
∂z

∂v

)

wu

(
∂z

∂w

)

uv




(1.15)

によって定義すると

[(
∂f

∂u

)

vw

(
∂f

∂v

)

wu

(
∂f

∂w

)

uv

]
=

[(
∂f

∂x

)

yz

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂f

∂z

)

xy

]
∂[x, y, z]

∂[u, v, w]

(1.16)

と表すことができる. また, ヤコビ行列の行列式をヤコビアンといい,

∂(x, y, z)/∂(u, v, w)によって表す. つまり,

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
∂x

∂u

)

vw

(
∂x

∂v

)

wu

(
∂x

∂w

)

uv(
∂y

∂u

)

vw

(
∂y

∂v

)

wu

(
∂y

∂w

)

uv(
∂z

∂u

)

vw

(
∂z

∂v

)

wu

(
∂z

∂w

)

uv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1.17)
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である. (1.16)の f として r, s, tを考えると, ヤコビ行列は関係式

∂[ r, s, t ]

∂[x, y, z]

∂[x, y, z]

∂[u, v, w]
=

∂[ r, s, t ]

∂[u, v, w]
(1.18)

を満たすことがわかる. その結果, ヤコビアンも同様な関係式

∂( r, s, t )

∂(x, y, z)

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∂( r, s, t )

∂(u, v, w)
(1.19)

を満たす.

1.2 線形代数
内積
ベクトル aと bの間に

a · b = |a||b| cos θ (1.20)

によって内積を定義する. ここで, |a|はベクトルaの長さを表し, また, θ

は aと bがなす角である. 内積については

(1) a · b = b · a
(2) a · a = |a|2

(3) a · b = 0 ⇐⇒ a ⊥ b

(4) (λa) · b = a · (λb) = λ (a · b)

(5) a · (b + c) = a · b + a · c

(1.21)

が成り立つ. また, 任意のベクトル aを

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 (1.22)

と表すことができ, 同時に,

ei · ej = δij (1.23)

を満たすベクトルの組 e1, e2, e3を正規直交基底という. このとき, (1.22)

における基底ベクトル eiの係数 aiをベクトル aのこの基底に関する第 i

成分という. ベクトルの成分をもちいるとベクトルの長さは

|a| =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3

(1.24)
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と表され, また, 内積は

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 (1.25)

と表される.

外積
ベクトル aと b (a 6= 0, b 6= 0)から新たなベクトル cを 3つの要請

(1) a ⊥ cかつ b ⊥ c

(2) |c| = |a||b| sin θ

(3) det[ ab c ] ≥ 0

(1.26)

を満たすようにつくる. ここで, 要請 (2)における θは aと bのなす角の
うち小さいほうであるとする. また, 要請 (3)における行列式 det[ ab c ]

のベクトルの成分は, 回転によって ex, ey, ezに重ねることができる正規
直交基底 e1, e2, e3についてのものであるとする. ただし, a, bのうち少
なくとも一方が 0のときは c = 0と定める. (1.26)の要請 (1), (2), (3)を
満たすようにつくったベクトル cを aと bの外積とよび c = a × bと書
く. 要請 (2)によって a× bの大きさは aと bによってつくられる平行四
辺形の面積であり, また, 要請 (3)によってその向きは aを bに重ねるよ
うに右ネジを回すときにネジが進む向きである. この項目の最後で示す
ように, 外積はベクトルの成分をもちいると

a × b =

∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ e3 (1.27)

と表せる. これを

a × b =

∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
(1.28)

と書くと覚えやすい. 外積については

(1) a × b = −b × a

(2) a × a = 0

(3) a × b = 0 ⇐⇒ a ‖ b

(4) (λa) × b = a × (λb) = λ (a × b)

(5) a × (b + c) = a × b + a × c

(1.29)
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が成り立つ. さて, (1.26)の要請 (1), (2), (3)から (1.27)を導こう. まず,

要請 (1)から

a1c1 + a2c2 + a3c3 = 0

b1c1 + b2c2 + b3c3 = 0
(1.30)

である. これら 2式をもちいると容易に

(a1b2 − a2b1) c1 − (a2b3 − a3b2) c3 = 0

−(a1b2 − a2b1) c2 + (a3b1 − a1b3) c3 = 0
(1.31)

を示せる. したがって,

c1 : c2 : c3 =

∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ (1.32)

あるいは, パラメータ tをもちいて

c = t

(∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ e3

)
(1.33)

と書ける. 次に, 要請 (2)から

|c|2 = |a|2|b|2 sin2 θ = |a|2|b|2 − |a|2|b|2 cos2 θ

= (a2
1 + a2

2 + a2
3)(b

2
1 + b2

2 + b2
3) − (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2

= (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

=

∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣

2

(1.34)

となるから, (1.33)における tは+1または−1のいずれかであることがわ
かる. さらに, 要請 (3)から

det[ ab c ] =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ c1 +

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ c2 +

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ c3

= t




∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣

2

 ≥ 0

(1.35)
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であるから, t = +1でなければならないことがわかる. 以上によって,

(1.26)の要請 (1), (2), (3)から (1.27)が導かれた.

スカラー3重積とベクトル3重積
3つのベクトル a, b, cからつくられた

a · (b × c) (1.36)

をスカラー 3重積という. スカラー 3重積は

a · (b × c) =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
(1.37)

と表すことができる. この表式から

a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a × b) (1.38)

が成り立つことがわかる. 幾何学的には, スカラー 3重積は a, b, cから
つくられる平行六面体の体積を表す. ただし, スカラー 3 重積で表される
体積は正であることも負であることもある. a · (b × c)が正のとき, a, b,

cは右手系をなすといい, a · (b × c)が負のとき, a, b, cは左手系 をなす
という. また,

a × (b × c) (1.39)

をベクトル 3重積という. ベクトル 3重積については, ラグランジュの
公式

a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c (1.40)

が成り立つ. なお, 外積については結合律が成り立たない, つまり, a ×
(b× c)と (a× b)× cとは必ずしも等しくないという点に注意する必要が
ある.

基底変換と基底変換行列
2組の正規直交基底 ex, ey, ezと eu, ev, ewを考え, eu, ev, ewを ex, ey,

ezによって

eu = P11 ex + P21 ey + P31 ez

ev = P12 ex + P22 ey + P32 ez

ew = P13 ex + P23 ey + P33 ez

(1.41)
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と表そう. このとき, 係数 Pijを並べてつくった行列

P =




P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33


 (1.42)

を ex, ey, ez から eu, ev, ew への基底変換を表す基底変換行列という.

(1.41)は行列記法をもちいると

[eu ev ew] = [ex ey ez] P (1.43)

と書ける. ex, ey, ez は正規直交基底であるから, (1.41)の各式において
ex, ey, ezと両辺の内積をとることによって

P =




ex · eu ex · ev ex · ew

ey · eu ey · ev ey · ew

ez · eu ez · ev ez · ew


 (1.44)

であることがわかる.逆に, ex, ey, ezを eu, ev, ewによって

ex = Q11 eu + Q21 ev + Q31 ew

ey = Q12 eu + Q22 ev + Q32 ew

ez = Q13 eu + Q23 ev + Q33 ew

(1.45)

と表すときに現れる係数Qij を並べてつくった行列Qについても (1.44)

と同様な関係

Q =




eu · ex eu · ey eu · ez

ev · ex ev · ey ev · ez

ew · ex ew · ey ew · ez


 (1.46)

が成り立つ. したがって, 内積の性質 a · b = b · aに注意すると, Qは P

の転置行列 tP であることがわかる. つまり,

Q = tP (1.47)

である. 一方, (1.45)を

[ex ey ez] = [eu ev ew] Q (1.48)
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と書けば, (1.43)から明らかなように, QはP の逆行列P−1であることが
わかる. つまり

Q = P−1 (1.49)

である. したがって, (1.47)と (1.49)から

P−1 = tP (1.50)

が成り立つ. (1.50)のように, 逆行列が転置行列によって与えられる行列
を直交行列という. 以上のように, 正規直交基底の間の基底変換を表す基
底変換行列は直交行列であることがわかる. なお, 直交行列については
tPP = I であるから det P = +1または−1である. ex, ey, ezと eu, ev,

ewがともに右手系またはともに左手系のとき det P = +1であり, これに
対し, 一方が右手系でもう一方が左手系のとき det P = −1 である. 通常
は正規直交基底として右手系のものを使うのが慣例である. 最後に, 基底
変換にともなうベクトルの成分の間の変換則を導こう. ベクトル aを ex,

ey, ezと eu, ev, ewによって

a = [ex ey ez]




ax

ay

az


 = [eu ev ew]




au

av

aw


 (1.51)

と表すとわかるように,




au

av

aw


 = P−1




ax

ay

az


 (1.52)

の関係が成り立つ. (1.52)が基底変換にともなうベクトルの成分の間の変
換則である.





11

第2章 場と座標

2.1 スカラー場とベクトル場
空間の各点 rにおいてスカラー f(r)が定まるとき, f をスカラー場とい
う. また, 空間の各点 rにおいてベクトルA(r)が定まるとき, Aをベク
トル場という. ベクトル場について注意する必要があるのは, 各点 rごと
にその点に付随するベクトル空間をそれぞれ考えなければならないとい
う点である. この意味で, 無限個のベクトル空間における rの変化にとも
なうベクトルの変化を微分積分によってあつかう数学的手段がベクトル
解析であるといえる.

2.2 直交曲線座標
直交曲線座標
空間の 2点 rと r + drを結ぶ微小変位 drを線素ベクトルという. 線素ベ
クトル drは直交座標 (x, y, z)をもちいると

dr = dx ex + dy ey + dz ez (2.1)

と表される. いま, 点 rの直交座標 (x, y, z)がもう 1組の座標 (u, v, w)に
よって

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) (2.2)

と表される場合を考える. このとき x, y, zの全微分は

dx =

(
∂x

∂u

)

vw

du +

(
∂x

∂v

)

wu

dv +

(
∂x

∂w

)

uv

dw

dy =

(
∂y

∂u

)

vw

du +

(
∂y

∂v

)

wu

dv +

(
∂y

∂w

)

uv

dw

dz =

(
∂z

∂u

)

vw

du +

(
∂z

∂v

)

wu

dv +

(
∂z

∂w

)

uv

dw

(2.3)



12 第 2章 場と座標

であるから, これを (2.1)にもちいると線素ベクトル drは

dr = du ru + dv rv + dw rw (2.4)

と表される. ここで

ru =

(
∂r

∂u

)

vw

=

(
∂x

∂u

)

vw

ex +

(
∂y

∂u

)

vw

ey +

(
∂z

∂u

)

vw

ez

rv =

(
∂r

∂v

)

wu

=

(
∂x

∂v

)

wu

ex +

(
∂y

∂v

)

wu

ey +

(
∂z

∂v

)

wu

ez

rw =

(
∂r

∂w

)

uv

=

(
∂x

∂w

)

uv

ex +

(
∂y

∂w

)

uv

ey +

(
∂z

∂w

)

uv

ez

(2.5)

とおいた. さらに, 3つのベクトル ru, rv, rw が空間の任意の点において
互いに直交するとき, つまり,

rα · rβ = 0 (α 6= β) (2.6)

であるとき, (u, v, w)は直交曲線座標であるという. (u, v, w)が直交曲線
座標のときは ru, rv, rwを

eu = ru/hu, ev = rv/hv, ew = rw/hw (2.7)

と正規化し, eu, ev, ew を正規直交基底としてもちいるのが便利である.

ここで, スケール因子 hu, hv, hwを hu = |ru|, hv = |rv|, hw = |rw|と定義
した. つまり,

hu =

√(
∂x

∂u

)2

vw

+

(
∂y

∂u

)2

vw

+

(
∂z

∂u

)2

vw

hv =

√(
∂x

∂v

)2

wu

+

(
∂y

∂v

)2

wu

+

(
∂z

∂v

)2

wu

hw =

√(
∂x

∂w

)2

uv

+

(
∂y

∂w

)2

uv

+

(
∂z

∂w

)2

uv

(2.8)

である. (2.7)をもちいると, 線素ベクトル drは

dr = hudu eu + hvdv ev + hwdw ew (2.9)
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と表される. なお, 以降では直交座標 (x, y, z)も直交曲線座標の特別な場
合とみなし, u = x, v = y, w = z, hx = 1, hy = 1, hz = 1と考えることに
する.

直交座標と直交曲線座標の間の基底変換
(2.5)と (2.7)から eu, ev, ewは ex, ey, ezによって

eu =
1

hu

(
∂x

∂u

)

vw

ex +
1

hu

(
∂y

∂u

)

vw

ey +
1

hu

(
∂z

∂u

)

vw

ez

ev =
1

hv

(
∂x

∂v

)

wu

ex +
1

hv

(
∂y

∂v

)

wu

ey +
1

hv

(
∂z

∂v

)

wu

ez

ew =
1

hw

(
∂x

∂w

)

uv

ex +
1

hw

(
∂y

∂w

)

uv

ey +
1

hw

(
∂z

∂w

)

uv

ez

(2.10)

と表される. これを

[eu ev ew] = [ex ey ez] P (2.11)

と書けば, ex, ey, ezから eu, ev, ewへの基底変換を表す基底変換行列 P

は

P =




1

hu

(
∂x

∂u

)

vw

1

hv

(
∂x

∂v

)

wu

1

hw

(
∂x

∂w

)

uv

1

hu

(
∂y

∂u

)

vw

1

hv

(
∂y

∂v

)

wu

1

hw

(
∂y

∂w

)

uv

1

hu

(
∂z

∂u

)

vw

1

hv

(
∂z

∂v

)

wu

1

hw

(
∂z

∂w

)

uv




(2.12)

であることがわかる. このとき, ex, ey, ez と eu, ev, ewはともに正規直
交基底であるから, P は直交行列であることに注意しよう. 逆に, u, v, w

を x, y, z の関数とみて

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z) (2.13)

と考えると, u, v, wの全微分は

du =

(
∂u

∂x

)

yz

dx +

(
∂u

∂y

)

zx

dy +

(
∂u

∂z

)

xy

dz

dv =

(
∂v

∂x

)

yz

dx +

(
∂v

∂y

)

zx

dy +

(
∂v

∂z

)

xy

dz

dw =

(
∂w

∂x

)

yz

dx +

(
∂w

∂y

)

zx

dy +

(
∂w

∂z

)

xy

dz

(2.14)
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となる. これを線素ベクトルの表式 (2.9)にもちい, さらに, (2.1)とくら
べることによって

ex = hu

(
∂u

∂x

)

yz

eu + hv

(
∂v

∂x

)

yz

ev + hw

(
∂w

∂x

)

yz

ew

ey = hu

(
∂u

∂y

)

zx

eu + hv

(
∂v

∂y

)

zx

ev + hw

(
∂w

∂y

)

zx

ew

ez = hu

(
∂u

∂z

)

xy

eu + hv

(
∂v

∂z

)

xy

ev + hw

(
∂w

∂z

)

xy

ew

(2.15)

であることがわかる. ここで, (2.11)を逆に解いて

[ex ey ez] = [eu ev ew] P−1 (2.16)

と書けることに注意すると,

P−1 =




hu

(
∂u

∂x

)

yz

hu

(
∂u

∂y

)

zx

hu

(
∂u

∂z

)

xy

hv

(
∂v

∂x

)

yz

hv

(
∂v

∂y

)

zx

hv

(
∂v

∂z

)

xy

hw

(
∂w

∂x

)

yz

hw

(
∂w

∂y

)

zx

hw

(
∂w

∂z

)

xy




(2.17)

であることがわかる. ただし, この式によって P−1を直接計算するより
も, まず (2.12)をもちいて P を求め, 次に P が直交行列であることから
P−1 = tP の関係によって逆行列P−1を求めるほうが容易であることが多
い. 最後に, ヤコビ行列と基底変換行列 P およびその逆行列 P−1との関
係について述べておく. ヤコビ行列の定義 (1.15)から

P =
∂[x, y, z]

∂[u, v, w]




1/hu 0 0

0 1/hv 0

0 0 1/hw


 (2.18)

および

P−1 =




hu 0 0

0 hv 0

0 0 hw


 ∂[u, v, w]

∂[x, y, z]
(2.19)
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と表される. ここで, ヤコビ行列の性質 (1.18)を考慮すると確かに P と
P−1は互いの逆行列であることがわかる. また, (1.16)に注意すると

[
1

hu

(
∂f

∂u

)

vw

1

hv

(
∂f

∂v

)

wu

1

hw

(
∂f

∂w

)

uv

]

=

[(
∂f

∂x

)

yz

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂f

∂z

)

xy

]
P

(2.20)

および
[(

∂f

∂x

)

yz

(
∂f

∂y

)

zx

(
∂f

∂z

)

xy

]

=

[
1

hu

(
∂f

∂u

)

vw

1

hv

(
∂f

∂v

)

wu

1

hw

(
∂f

∂w

)

uv

]
P−1

(2.21)

と書けることがわかる.

直交曲線座標の間の基底変換
直交曲線座標 (u, v, w)がもう 1組の直交曲線座標 (r, s, t)によって

u = u(r, s, t), v = v(r, s, t), w = w(r, s, t) (2.22)

と表されるとする. このとき,

[eu ev ew] = [ex ey ez]
∂[x, y, z]

∂[u, v, w]




1/hu 0 0

0 1/hv 0

0 0 1/hw


 (2.23)

および

[er es et] = [ex ey ez]
∂[x, y, z]

∂[ r, s, t ]




1/hr 0 0

0 1/hs 0

0 0 1/ht


 (2.24)
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であるから, eu, ev, ewから er, es, etへの基底変換は基底変換行列

P =




hu 0 0

0 hv 0

0 0 hw


 ∂[u, v, w]

∂[ r, s, t ]




1/hr 0 0

0 1/hs 0

0 0 1/ht




=




hu

hr

(
∂u

∂r

)

st

hu

hs

(
∂u

∂s

)

tr

hu

ht

(
∂u

∂t

)

rs

hv

hr

(
∂v

∂r

)

st

hv

hs

(
∂v

∂s

)

tr

hv

ht

(
∂v

∂t

)

rs

hw

hr

(
∂w

∂r

)

st

hw

hs

(
∂w

∂s

)

tr

hw

ht

(
∂w

∂t

)

rs




(2.25)

をもちいて

[er es et] = [eu ev ew] P (2.26)

と表せる. また, tPP = Iであるからスケール因子 hr, hs, htは

hr =

√
h2

u

(
∂u

∂r

)2

st

+ h2
v

(
∂v

∂r

)2

st

+ h2
w

(
∂w

∂r

)2

st

hs =

√
h2

u

(
∂u

∂s

)2

tr

+ h2
v

(
∂v

∂s

)2

tr

+ h2
w

(
∂w

∂s

)2

tr

ht =

√
h2

u

(
∂u

∂t

)2

rs

+ h2
v

(
∂v

∂t

)2

rs

+ h2
w

(
∂w

∂t

)2

rs

(2.27)

によって与えられる.

直交曲線座標における基底ベクトルの微分
直交曲線座標 (u, v, w)における基底ベクトル eu, ev, ewの座標変数 α(=

u, v, w)による微分について

∂α [eu ev ew] = [eu ev ew] Γα (2.28)
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が成り立つ. ここで,

Γu =




0
1

hv

(
∂hu

∂v

)

wu

1

hw

(
∂hu

∂w

)

uv

− 1

hv

(
∂hu

∂v

)

wu

0 0

− 1

hw

(
∂hu

∂w

)

uv

0 0




Γv =




0 − 1

hu

(
∂hv

∂u

)

vw

0

1

hu

(
∂hv

∂u

)

vw

0
1

hw

(
∂hv

∂w

)

uv

0 − 1

hw

(
∂hv

∂w

)

uv

0




Γw =




0 0 − 1

hu

(
∂hw

∂u

)

vw

0 0 − 1

hv

(
∂hw

∂v

)

wu

1

hu

(
∂hw

∂u

)

vw

1

hv

(
∂hw

∂v

)

wu

0




(2.29)

である. (2.28), (2.29)は次のように導かれる. はじめに, (2.5)で定義した
ru, rv, rwの間の内積が

rα · rβ = h2
αδαβ (2.30)

を満たすことをもちいて rα · ∂γrβ を求める. (2.30)を γで微分すると

∂γ (rα · rβ) = rβ · ∂γrα + rα · ∂γrβ = 2hα∂γhαδαβ (2.31)

となる. したがって, α = βのとき

rα · ∂γrα = hα∂γhα (2.32)

である. また, α 6= β のときは γ = αまたは γ = β の場合と γ 6= α

かつ γ 6= β の場合に分けて考える. まず, γ = α 6= β として考えよう.

∂αrβ = ∂βrαであるから

rα · ∂αrβ = rα · ∂βrα = hα∂βhα (2.33)
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となる. 一方, (2.31)より

rβ · ∂αrα + rα · ∂αrβ = 0 (2.34)

であるから

rβ · ∂αrα = −rα · ∂αrβ = −hα∂βhα (2.35)

となる. 次に, α 6= β 6= γ 6= αとして考えよう. このとき,

rβ · ∂γrα + rα · ∂γrβ = 0 (2.36)

であるから, ∂αrβ = ∂βrαを考慮すると,

rα · ∂γrβ = −rβ · ∂γrα = −rβ · ∂αrγ = rγ · ∂αrβ (2.37)

である. 一方,

rα · ∂γrβ = rα · ∂βrγ = −rγ · ∂βrα = −rγ · ∂αrβ (2.38)

であるから, 実は

rα · ∂γrβ = 0 (2.39)

であることがわかる. このようにして得られた (2.32), (2.33), (2.35), (2.39)

をもちいると, 基底ベクトルの微分 (2.28), (2.29)は次のように求められ
る. まず, ∂α [ex ey ez] = 0であることに注意して基底変換を表す式

[eu ev ew] = [ex ey ez] P (2.40)

の両辺を αで微分すると

∂α [eu ev ew] = [ex ey ez] ∂αP = [eu ev ew] P−1 ∂αP (2.41)

となる. したがって, P−1 = tP であることから (2.28)における行列 Γαは

Γα = tP ∂αP (2.42)

によって与えられることがわかる. ここで, tPP = Iを αで微分すると

(
∂α

tP
)
P + tP∂αP = tΓα + Γα = 0 (2.43)
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となるから, tΓα = −Γα, つまり, Γαは交代行列であることがわかる. さ
らに, ∂[x, y, z]/∂[u, v, w] = [rurvrw] と書けることに注意すると, Γαは

Γα = tP ∂αP

=




1/hu 0 0

0 1/hv 0

0 0 1/hw







tru

trv

trw




∂α





[
ru rv rw

]



1/hu 0 0

0 1/hv 0

0 0 1/hw








=




ru · ∂αru

huhu

ru · ∂αrv

huhv

ru · ∂αrw

huhw

rv · ∂αru

hvhu

rv · ∂αrv

hvhv

rv · ∂αrw

hvhw

rw · ∂αru

hwhu

rw · ∂αrv

hwhv

rw · ∂αrw

hwhw



−




∂αhu

hu

0 0

0
∂αhv

hv

0

0 0
∂αhw

hw




=




0
ru · ∂αrv

huhv

ru · ∂αrw

huhw

−ru · ∂αrv

huhv

0
rv · ∂αrw

hvhw

−ru · ∂αrw

huhw

−rv · ∂αrw

hvhw

0




(2.44)

と求められる. (2.44)を (2.33), (2.35), (2.39)をもちいて具体的に計算す
ると行列 (2.29)が得られる.

2.3 球座標と円柱座標
球座標
球座標 (r, θ, ϕ)は

x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ (2.45)

によって定義される. ここで, rは rの長さ, θは r と z軸のなす角, ϕは
rを xy平面に射影したベクトルと x軸のなす角である. (2.5)によって計
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算すると

rr = sin θ cos ϕ ex + sin θ sin ϕ ey + cos θ ez

rθ = r cos θ cos ϕ ex + r cos θ sin ϕ ey − r sin θ ez

rϕ = −r sin θ sin ϕ ex + r sin θ cos ϕ ey

(2.46)

となる. 3つのベクトル rr, rθ, rϕは互いに直交するから, 球座標は直交曲
線座標である. そこで, (2.8)によってスケール因子 hr = |rr|, hθ = |rθ|,
hϕ = |rϕ|を求めると

hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ (2.47)

となるから, 線素ベクトルは球座標をもちいると

dr = dr er + rdθ eθ + r sin θdϕ eϕ (2.48)

と表されることがわかる. ここで, er = rr/hr, eθ = rθ/hθ, eϕ = rϕ/hϕ

は正規直交基底であり,

er = sin θ cos ϕ ex + sin θ sin ϕ ey + cos θ ez

eθ = cos θ cos ϕ ex + cos θ sin ϕ ey − sin θ ez

eϕ = − sin ϕ ex + cos ϕ ey

(2.49)

と表される. さらに, (2.11)によると [er eθ eϕ] = [ex ey ez] P であるから,

基底変換行列 P は

P =




sin θ cos ϕ cos θ cos ϕ − sin ϕ

sin θ sin ϕ cos θ sin ϕ cos ϕ

cos θ − sin θ 0


 (2.50)

と求められる. これは, (2.12)によって求めることもできる. 一方, P の逆
行列は直交行列の性質 P−1 = tP から

P−1 =




sin θ cos ϕ sin θ sin ϕ cos θ

cos θ cos ϕ cos θ sin ϕ − sin θ

− sin ϕ cos ϕ 0


 (2.51)

と求められる. したがって, (2.16)によると [ex ey ez] = [er eθ eϕ] P−1で
あるから,

ex = sin θ cos ϕ er + cos θ cos ϕ eθ − sin ϕ eϕ

ey = sin θ sin ϕ er + cos θ sin ϕ eθ + cos ϕ eϕ

ez = cos θ er − sin θ eθ

(2.52)
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と表される. また, (2.20)から
(

∂f

∂r

)

θϕ

= sin θ cos ϕ

(
∂f

∂x

)

yz

+ sin θ sin ϕ

(
∂f

∂y

)

zx

+ cos θ

(
∂f

∂z

)

xy(
∂f

∂θ

)

ϕr

= r cos θ cos ϕ

(
∂f

∂x

)

yz

+ r cos θ sin ϕ

(
∂f

∂y

)

zx

− r sin θ

(
∂f

∂z

)

xy(
∂f

∂ϕ

)

rθ

= −r sin θ sin ϕ

(
∂f

∂x

)

yz

+ r sin θ cos ϕ

(
∂f

∂y

)

zx

(2.53)

であり, 同様に, (2.21)から
(

∂f

∂x

)

yz

= sin θ cos ϕ

(
∂f

∂r

)

θϕ

+
cos θ cos ϕ

r

(
∂f

∂θ

)

ϕr

− sin ϕ

r sin θ

(
∂f

∂ϕ

)

rθ(
∂f

∂y

)

zx

= sin θ sin ϕ

(
∂f

∂r

)

θϕ

+
cos θ sin ϕ

r

(
∂f

∂θ

)

ϕr

+
cos ϕ

r sin θ

(
∂f

∂ϕ

)

rθ(
∂f

∂z

)

xy

= cos θ

(
∂f

∂r

)

θϕ

− sin θ

r

(
∂f

∂θ

)

ϕr

(2.54)

であることがわかる. 最後に, 球座標における基底ベクトルの微分につい
て述べよう. (2.44)をもちいて計算すると, ∂α [er eθ eϕ] = [ex ey ez] Γα

における行列 Γαは

Γr =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 , Γθ =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 , Γϕ =




0 0 − sin θ

0 0 − cos θ

sin θ cos θ 0




(2.55)

と求められる.

円柱座標
円柱座標 (ρ, ϕ, z)は

x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ, z = z (2.56)

によって定義される. ここで, ρは rを xy平面に射影したベクトルの長
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さ, ϕはこのベクトルと x軸のなす角である. (2.5)によって計算すると

rρ = cos ϕ ex + sin ϕ ey

rϕ = −ρ sin ϕ ex + ρ cos ϕ ey

rz = ez

(2.57)

となる. 3つのベクトル rρ, rϕ, rzは互いに直交するから, 円柱座標は直交
曲線座標である. そこで, (2.8)によってスケール因子 hρ = |rρ|, hϕ = |rϕ|,
hz = |rz|を求めると

hρ = 1, hϕ = ρ, hz = 1 (2.58)

となるから, 線素ベクトルは円柱座標をもちいると

dr = dρ eρ + ρdϕ eϕ + dz ez (2.59)

と表されることがわかる. ここで, eρ = rρ/hρ, eϕ = rϕ/hϕ, ez = rz/hz

は正規直交基底であり,

eρ = cos ϕ ex + sin ϕ ey

eϕ = − sin ϕ ex + cos ϕ ey

ez = ez

(2.60)

と表される. さらに, (2.11)によると [eρ eϕ ez] = [ex ey ez] P であるから,

基底変換行列 P は

P =




cos ϕ − sin ϕ 0

sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 (2.61)

と求められる. これは, (2.12)によって求めることもできる. 一方, P の逆
行列は直交行列の性質 P−1 = tP から

P−1 =




cos ϕ sin ϕ 0

− sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 (2.62)

と求められる. したがって, (2.16)によると [ex ey ez] = [eρ eϕ ez] P
−1で

あるから,

ex = cos ϕ eρ − sin ϕ eϕ

ey = sin ϕ eρ + cos ϕ eϕ

ez = ez

(2.63)
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と表される. また, (2.20)から
(

∂f

∂ρ

)

ϕz

= cos ϕ

(
∂f

∂x

)

yz

+ sin ϕ

(
∂f

∂y

)

zx(
∂f

∂ϕ

)

zρ

= −ρ sin ϕ

(
∂f

∂x

)

yz

+ ρ cos ϕ

(
∂f

∂y

)

zx(
∂f

∂z

)

ρϕ

=

(
∂f

∂z

)

xy

(2.64)

であり, 同様に, (2.21)から
(

∂f

∂x

)

yz

= cos ϕ

(
∂f

∂ρ

)

ϕz

− sin ϕ

ρ

(
∂f

∂ϕ

)

zρ(
∂f

∂y

)

zx

= sin ϕ

(
∂f

∂ρ

)

ϕz

+
cos ϕ

ρ

(
∂f

∂ϕ

)

zρ(
∂f

∂z

)

xy

=

(
∂f

∂z

)

ρϕ

(2.65)

であることがわかる. 最後に, 円柱座標における基底ベクトルの微分につ
いて述べよう. (2.44)をもちいて計算すると, ∂α [eρ eϕ ez] = [ex ey ez] Γα

における行列 Γαは

Γρ =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 , Γϕ =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 , Γz =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 (2.66)

と求められる.
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3.1 線積分
曲線のパラメータ表示
曲線 Γ がパラメータ pによって

u = u(p), v = v(p), w = w(p) (3.1)

と表示されているとする. ここで, (u, v, w)は曲線 Γ 上の点 rを表す直交
曲線座標である. このとき,

dr

dp
= hu

du

dp
eu + hv

dv

dp
ev + hw

dw

dp
ew (3.2)

を曲線 Γ 上の点 rにおける接線ベクトルという. 特に, |dr| = dpとなる
ようなパラメータを弧長パラーメータとよび, 通常これを sで表す. また,

弧長パラメータ sの微分 dsを線素という. 線素は

ds =
√

(hudu)2 + (hvdv)2 + (hwdw)2 (3.3)

と書ける. 曲線が弧長パラメータ sによって表示されているとき, その接
線ベクトル (3.2)の長さは 1となる. これを tによって表すことにする. つ
まり,

t =
dr

ds
(3.4)

は曲線 Γ の単位接線ベクトルである. 逆に, 曲線 Γ に沿う線素ベクトル
drはこの曲線の単位接線ベクトル tと線素 dsによって

dr = t ds (3.5)
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と書ける.

線積分
スカラー場 f の曲線 Γ に沿う線積分を

∫

Γ

f ds (3.6)

と定義する. sを 1つ定めると, (u, v, w), つまり, 曲線 Γ 上の点 rが定ま
る. したがって, sを決めるとスカラー場 f の値が決まるから, (3.6)によ
る積分が定まることになる. また, ベクトル場Aの曲線Γ に沿う線積分を

∫

Γ

A · dr (3.7)

と定義する. これは (3.5)をもちいれば
∫

Γ

A · t ds (3.8)

とも書ける. 特に, Γ が閉曲線の場合, (3.7) あるいは (3.8)をAの Γ に沿
う循環という. sを 1つ定めると, (u, v, w), つまり, 曲線 Γ 上の点 rが定
まる. したがって, sを決めるとベクトル場Aの成分Au, Av, Awの値が
決まるから, (3.7)による積分が定まることになる. 一般のパラメータ pを
用いれば

∫

Γ

A · dr =

∫

Γ

(
Auhu

du

dp
+ Avhv

dv

dp
+ Awhw

dw

dp

)
dp (3.9)

と書ける. なお, 曲線 Γ として v, wが一定の曲線, つまり, u曲線を扱う
場合には, パラメータ pとして uそのものを採用すると便利である. この
とき,

∫

Γ

f ds =

∫

Γ

fhu du (3.10)

であり, また,

∫

Γ

A · dr =

∫

Γ

Auhu du (3.11)

である.
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3.2 面積分
曲面のパラメータ表示
曲面Σがパラメータ p, qによって

u = u(p, q), v = v(p, q), w = w(p, q) (3.12)

と表示されているとする. ここで, (u, v, w)は曲面Σ上の点 rを表す直交
曲線座標である. いま, この曲面上において qを一定として得られる曲線
を p曲線, また, pを一定として得られる曲線を q曲線とよぶことにする.

これら p曲線, q曲線に沿う線素ベクトルを, それぞれ, (dr)q, (dr)pと書
くと,

(dr)q = hu(du)q eu + hv(dv)q ev + hw(dw)q ew = rp(dp)q

(dr)p = hu(du)p eu + hv(dv)p ev + hw(dw)p ew = rq(dq)p

(3.13)

である. ここで,

rp = hu

(
∂u

∂p

)

q

eu + hv

(
∂v

∂p

)

q

ev + hw

(
∂w

∂p

)

q

ew

rq = hu

(
∂u

∂q

)

p

eu + hv

(
∂v

∂q

)

p

ev + hw

(
∂w

∂q

)

p

ew

(3.14)

とおいた. なお, パラメータ p, qの選び方によっては必ずしも p曲線と q

曲線は互いに直交しない, つまり, 一般には rp · rq 6= 0であることに注意
する必要がある. (dr)q, (dr)pをもちいると曲面Σの面素ベクトル dSは

dS = (dr)q × (dr)p = rp × rq (dp)q(dq)p (3.15)

と定義される. ただし, この定義では法線ベクトル rp × rqが向いている
面を曲面の表として選んだことになる. 面素ベクトルをより詳しく書けば

dS =

{
hvhw

∂(v, w)

∂(p, q)
eu + hwhu

∂(w, u)

∂(p, q)
ev + huhv

∂(u, v)

∂(p, q)
ew

}
(dp)q(dq)p

(3.16)

となる. ここで, ヤコビアン

∂(α, β)

∂(p, q)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
∂α

∂p

)

q

(
∂α

∂q

)

p(
∂β

∂p

)

q

(
∂β

∂q

)

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.17)
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をもちいた. また, 面素ベクトルの大きさ dSを面素といい,

dS = |rp × rq| (dp)q(dq)p

=

√{
hvhw

∂(v, w)

∂(p, q)

}2

+

{
hwhu

∂(w, u)

∂(p, q)

}2

+

{
huhv

∂(u, v)

∂(p, q)

}2

(dp)q(dq)p

(3.18)

である. dSと同じ向きの単位法線ベクトル

n =
rp × rq

|rp × rq|
(3.19)

をもちいると

dS = n dS (3.20)

と書ける. 実際の計算では曲面Σとして uが一定の曲面, つまり, vw曲
面を扱うことが多い. このときは, pとして vを, また, qとしてwを採用
することにすると, 面素ベクトルは

dS = hvhw(dv)w(dw)v eu (3.21)

となり, また, 面素は

dS = hvhw(dv)w(dw)v (3.22)

となることがわかる. 後に曲面の境界に沿う線積分が必要となるので, 最
後に曲面の向きとその境界の向きに関する約束について述べておこう. 曲
面Σの境界を ∂Σとするとき, ∂Σの向きはΣの表を左側にみて進む向き
と約束する. 言葉を換えていえば, ∂Σの向きに右ネジを回すとネジがΣ

の表向きに進むように約束したことになる.

面積分
スカラー場 f の曲面Σ上での面積分を

∫∫

Σ

f dS (3.23)

と定義する. また, ベクトル場Aの曲面Σ上での面積分を
∫∫

Σ

A · dS (3.24)
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と定義する. パラメータ p, qを用いれば
∫∫

Σ

A · dS

=

∫∫

Σ

{
Auhvhw

∂(v, w)

∂(p, q)
+ Avhwhv

∂(w, v)

∂(p, q)
+ Awhuhv

∂(u, v)

∂(p, q)

}
dp dq

(3.25)

と書ける. ただし, 慣例に従って (dp)q, (dq)pを, それぞれ, dp, dqと記し
た. p, qを 1組定めると, (u, v, w), つまり, 曲面Σ上の点 rが定まる. し
たがって, p, qを決めるとベクトル場Aの成分Au, Av, Awの値が決まる
から, (3.25)による積分が定まることになる. なお, 曲面Σとして vw曲
面を扱う場合には, pとして vを, また, qとしてwを採用すると便利であ
る. このとき,

∫∫

Σ

f dS =

∫∫

Σ

f hvhw dv dw (3.26)

であり, また,
∫∫

Σ

A · dS =

∫∫

Σ

Auhvhw dv dw (3.27)

である.

3.3 体積分
直交曲線座標 (u, v, w)における体積要素 dV は

dV = (dr)vw · {(dr)wu × (dr)uv}
= huhvhw (du)vw(dv)wu(dw)uv

(3.28)

によって与えられる. ここで, 座標変数 α, βを一定としたもとでの微小
変位を (dr)αβ で表した. スカラー場 f の領域 Ω での体積分は体積要素
(3.28) をもちいて

∫∫∫

Ω

f dV =

∫∫∫

Ω

fhuhvhw du dv dw (3.29)

と定義される. ただし, 慣例に従って (du)vw, (dv)wu, (dw)uvを, それぞれ,

du, dv, dwと記した.
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4.1 勾配
定義
スカラー場 f の勾配∇f は

∇f · dr = df (4.1)

を満たすベクトル場として定義される. ここで, drは任意の微小変位で
ある. dr = t dsをもちいると

∇f · t =
df

ds
(4.2)

と書ける. (4.2)を f の t方向についての方向微分係数という. したがっ
て, ∇f はその方向が f の方向微分係数の最大値を与える方向に一致し,

その大きさが方向微分係数の最大値に等しいようなベクトル場であるこ
とがわかる. また, f の等位面に接する方向については df/ds = 0である
から, ∇f は f の等位面に直交していることがわかる. 次に, ∇f の線積分
について考えてみよう. ∇f を点 raから点 rbまで線積分すると

∫

ra→rb

∇f · dr =

∫

ra→rb

df = f(rb) − f(ra) (4.3)

となる. つまり, ∇f の線積分は積分経路の始点と終点における f の値の
差のみで決まり, 途中の道すじにはよらないことがわかる. 特に, 積分経
路が閉曲線のとき∇f の線積分 (4.3)は 0となる. このことから, ベクト
ル場A = ∇f は保存場とよばれる.

直交曲線座標における表式
直交曲線座標 (u, v, w)における∇f の表式は

∇f =
1

hu

(
∂f

∂u

)

vw

eu +
1

hv

(
∂f

∂v

)

wu

ev +
1

hw

(
∂f

∂w

)

uv

ew (4.4)
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である. (4.4)の導出はこの項目の最後で行う. この表式の f として u, v,

wを考えると

∇u =
eu

hu

, ∇v =
ev

hv

, ∇w =
ew

hw
(4.5)

を得る. したがって, 勾配についての連鎖律

∇f =

(
∂f

∂u

)

vw

∇u +

(
∂f

∂v

)

wu

∇v +

(
∂f

∂w

)

uv

∇w (4.6)

が成り立つことがわかる. また, 直交座標, 球座標, 円柱座標の場合の∇f

の表式は
直交座標

∇f =

(
∂f

∂x

)

yz

ex +

(
∂f

∂y

)

zx

ey +

(
∂f

∂z

)

xy

ez (4.7)

球座標

∇f =

(
∂f

∂r

)

θϕ

er +
1

r

(
∂f

∂θ

)

ϕr

eθ +
1

r sin θ

(
∂f

∂ϕ

)

rθ

eϕ (4.8)

円柱座標

∇f =

(
∂f

∂ρ

)

ϕz

eρ +
1

ρ

(
∂f

∂ϕ

)

zρ

eϕ +

(
∂f

∂z

)

ρϕ

ez (4.9)

である. さて, 直交曲線座標における∇f の表式 (4.4)を導こう. 直交曲線
座標 (u, v, w)をもちいると

∇f · dr = hudu∇f · eu + hvdv∇f · ev + hwdw∇f · ew (4.10)

と書ける. これを f の全微分の表式

df =

(
∂f

∂u

)

vw

du +

(
∂f

∂v

)

wu

dv +

(
∂f

∂w

)

uv

dw (4.11)

とくらべると, たとえば, uについて

∇f · eu =
1

hu

(
∂f

∂u

)

vw

(4.12)

であることがわかる. したがって, v, wについても同様に考えると, 直交
曲線座標における∇f の表式として (4.4)が得られる.
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4.2 回転
定義
ベクトル場Aの回転∇× Aは

(∇× A) · ∆S =

∫

∂σ

A · dr (4.13)

を満たすベクトル場として定義される. ここで, σは任意の微小曲面であ
り, ∆Sはその面素ベクトルである. ∆S = n∆Sをもちいると

(∇× A) · n =
1

∆S

∫

∂σ

A · dr (4.14)

と書ける. (4.14)をAの n方向についての渦度という. この式からわか
るように, 渦度は与えられた方向を法線方向とする面における単位面積当
たりの循環を表す量である. したがって, ∇× Aはその方向がAの渦度
の最大値を与える方向に一致し, その大きさが渦度の最大値に等しいよう
なベクトル場であることがわかる. また, 任意の点において∇ × A = 0

となるようなベクトル場は渦なしであるという. (4.13)による定義から明
らかなように, 保存場A = ∇f については ∂σが閉曲線であるために線積
分が 0となり, その結果, ∇× A = 0であることがわかる. つまり, 保存
場は渦なしであり, 任意の点において

∇× (∇f) = 0 (4.15)

が成り立つ.

直交曲線座標における表式
直交曲線座標 (u, v, w)における∇× Aの表式は

∇× A =
1

hvhw

{(
∂Awhw

∂v

)

wu

−
(

∂Avhv

∂w

)

uv

}
eu

+
1

hwhu

{(
∂Auhu

∂w

)

uv

−
(

∂Awhw

∂u

)

vw

}
ev

+
1

huhv

{(
∂Avhv

∂u

)

vw

−
(

∂Auhu

∂v

)

wu

}
ew

(4.16)
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である. (4.16)の導出はこの項目の最後で行う. これを

∇× A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eu

hvhw

ev

hwhu

ew

huhv

∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w

Auhu Avhv Awhw

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.17)

と書くと覚えやすい. なお, この表式と勾配∇f の直交曲線座標における
表式 (4.4)からも∇× (∇f) = 0, つまり, 保存場は渦なしであることがわ
かる. ベクトル場Aが保存場であるとき, スカラー場 f を

f(u, v, w) =

∫ u

u0

Auhu(u
′, v0, w0) du′

+

∫ v

v0

Avhv(u, v′, w0) dv′ +

∫ w

w0

Awhw(u, v, w′) dw′
(4.18)

によって定義すると, AはA = ∇f として与えられる. また, 直交座標,

球座標, 円柱座標の場合の∇× Aの表式は
直交座標

∇× A =

{(
∂Az

∂y

)

zx

−
(

∂Ay

∂z

)

xy

}
ex

+

{(
∂Ax

∂z

)

xy

−
(

∂Az

∂x

)

yz

}
ey

+

{(
∂Ay

∂x

)

yz

−
(

∂Ax

∂y

)

zx

}
ez

(4.19)

球座標

∇× A =
1

r2 sin θ

{(
∂Aϕr sin θ

∂θ

)

ϕr

−
(

∂Aθr

∂ϕ

)

rθ

}
er

+
1

r sin θ

{(
∂Ar

∂ϕ

)

rθ

−
(

∂Aϕr sin θ

∂r

)

θϕ

}
eθ

+
1

r

{(
∂Aθr

∂r

)

θϕ

−
(

∂Ar

∂θ

)

ϕr

}
eϕ

(4.20)
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円柱座標

∇× A =
1

ρ

{(
∂Az

∂ϕ

)

zρ

−
(

∂Aϕρ

∂z

)

ρϕ

}
eρ

+

{(
∂Aρ

∂z

)

ρϕ

−
(

∂Az

∂ρ

)

ϕz

}
eϕ

+
1

ρ

{(
∂Aϕρ

∂ρ

)

ϕz

−
(

∂Aρ

∂ϕ

)

zρ

}
ez

(4.21)

である. さて, 直交曲線座標における∇×Aの表式 (4.16)を導こう. その
ために, 定義 (4.13)の σとして

γ1 : (u0, v0 , w0 ) →(u0, v0 + ∆v, w0 )

γ2 : (u0, v0 + ∆v, w0 ) →(u0, v0 + ∆v, w0 + ∆w)

γ3 : (u0, v0 + ∆v, w0 + ∆w) →(u0, v0 , w0 + ∆w)

γ4 : (u0, v0 , w0 + ∆w) →(u0, v0 , w0 )

(4.22)

を 4つの辺とする微小曲面を考える. このとき, σの境界は∂σ = γ1+ · · ·+
γ4と表せる. まず, γ1, γ3に沿う線積分をあわせて考える. このとき, γ1

においては t = evであるのに対し, γ3においては t = −ev であることに
注意すると

∫

γ1

A · dr +

∫

γ3

A · dr

=

∫ v0+∆v

v0

{av(u0, v, w0) − av(u0, v, w0 + ∆w)} dv

(4.23)

と書ける. ここで, av = Avhvとおいた. さらに, av(u0, v, w0 +∆w)を∆w

についてテイラー展開し 2次以上の項を無視すると

av(u0, v, w0 + ∆w) = av(u0, v, w0) +

(
∂av

∂w0

)

u0v

∆w (4.24)

であるから
∫

γ1

A · dr +

∫

γ3

A · dr = −
∫ v0+∆v

v0

(
∂av

∂w0

)

u0v

∆w dv

= −
(

∂av

∂w0

)

u0v0

∆v∆w = −
(

∂Avhv

∂w0

)

u0v0

∆v∆w

(4.25)
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となる. ただし, 2番目の等式においては∆vが微小量であることから被
積分関数を v = v0における値で置き換えて積分を評価した. 次に, γ2, γ4

に沿う線積分をあわせて考える. このとき, γ2においては t = ewである
のに対し, γ4においては t = −ewであることに注意すると

∫

γ2

A · dr +

∫

γ4

A · dr

=

∫ w0+∆w

w0

{aw(u0, v0 + ∆v, w) − aw(u0, v0, w)} dw

(4.26)

と書ける. ここで, aw = Awhw とおいた. さらに, aw(u0, v0 + ∆v, w)を
∆vについてテイラー展開し 2次以上の項を無視すると

aw(u0, v0 + ∆v, w) = aw(u0, v0, w) +

(
∂aw

∂v0

)

wu0

∆v (4.27)

であるから
∫

γ2

A · dr +

∫

γ4

A · dr =

∫ w0+∆w

w0

(
∂aw

∂v0

)

wu0

∆v dw

=

(
∂aw

∂v0

)

w0u0

∆v∆w =

(
∂Awhw

∂v0

)

w0u0

∆v∆w

(4.28)

となる. ただし, 2番目の等式においては∆wが微小量であることから被
積分関数を w = w0における値で置き換えて積分を評価した. 以上から,

微小曲面 σの境界 ∂σに沿う線積分は

∫

∂σ

A · dr =

{(
∂Awhw

∂v0

)

w0u0

−
(

∂Avhv

∂w0

)

u0v0

}
∆v∆w (4.29)

と書けることがわかる. 一方, この微小曲面 σについてはn = eu, ∆S =

hvhw∆v∆wであるから, (4.14)によって,

(∇× A) · eu =
1

hvhw

{(
∂Awhw

∂v0

)

w0u0

−
(

∂Avhv

∂w0

)

u0v0

}
(4.30)

が得られる. したがって, (∇ × A) · ev, (∇ × A) · ewについても同様に
考え, u0, v0, w0をあらためて u, v, wとおくと, 直交曲線座標における
∇× Aの表式として (4.16)が得られる.
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4.3 発散
定義
ベクトル場Aの発散∇ · Aは

∇ · A ∆V =

∫∫

∂ω

A · dS (4.31)

を満たすスカラー場として定義される. ここで, ωは体積∆V の任意の微
小領域であり, ∂ωは ωの境界を表す. この定義を

∇ · A =
1

∆V

∫∫

∂ω

A · dS (4.32)

と書けば明らかなように, 発散は単位体積当たりの流出を表す量であるこ
とがわかる. このため, 発散は湧き出しともよばれる. また, 任意の点に
おいて∇ · A = 0となるようなベクトル場は湧き出しなしであるという.

直交曲線座標における表式
直交曲線座標 (u, v, w)における∇ · Aの表式は

∇ · A =
1

huhvhw

{(
∂Auhvhw

∂u

)

vw

+

(
∂Avhwhu

∂v

)

wu

+

(
∂Awhuhv

∂w

)

uv

}

(4.33)

である. (4.33)の導出はこの項目の最後で行う. この表式と回転∇×Aの
直交曲線座標における表式 (4.16)から重要な性質として

∇ · (∇× A) = 0 (4.34)

が成り立つことがわかる. つまり, ベクトル場の回転は湧き出しなしであ
る. また, 直交座標, 球座標, 円柱座標の場合の∇ · Aの表式は
直交座標

∇ · A =

(
∂Ax

∂x

)

yz

+

(
∂Ay

∂y

)

zx

+

(
∂Az

∂z

)

xy

(4.35)

球座標

∇ · A =
1

r2 sin θ

{(
∂Arr

2 sin θ

∂r

)

θϕ

+

(
∂Aθr sin θ

∂θ

)

ϕr

+

(
∂Aϕr

∂ϕ

)

rθ

}

(4.36)
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円柱座標

∇ · A =
1

ρ

{(
∂Aρρ

∂ρ

)

ϕz

+

(
∂Aϕ

∂ϕ

)

zρ

+

(
∂Azρ

∂z

)

ρϕ

}
(4.37)

である. さて, 直交曲線座標における∇ · Aの表式 (4.33)を導こう. その
ために, 定義 (4.31)の ω として

σ1 : (u0 + ∆u, v , w ) σ2 : (u0, v , w )

σ3 : ( u , v0 + ∆v, w ) σ4 : ( u , v0, w )

σ5 : ( u , v , w0 + ∆w) σ6 : ( u , v , w0)

u0 ≤ u ≤ u0 + ∆u, v0 ≤ v ≤ v0 + ∆v, w0 ≤ w ≤ w0 + ∆w

(4.38)

を 6つの側面とする微小領域を考える. このとき, ωの境界は ∂ω = σ1 +

· · ·+ σ6と表せる. まず, σ1と σ2 の上での面積分をあわせて考える. この
とき, σ1においては n = euであるのに対し, σ2においては n = −eu で
あることに注意すると

∫∫

σ1

A · dS +

∫∫

σ2

A · dS

=

∫ w0+∆w

w0

∫ v0+∆v

v0

{au(u0 + ∆u, v, w) − au(u0, v, w)} dv dw

(4.39)

と書ける. ここで, au = Auhvhwとおいた. さらに, au(u0 + ∆u, v, w)を
∆uについてテイラー展開し 2次以上の項を無視すると

au(u0 + ∆u, v, w) = au(u0, v, w) +

(
∂au

∂u0

)

vw

∆u (4.40)

であるから
∫∫

σ1

A · dS +

∫∫

σ2

A · dS =

∫ w0+∆w

w0

∫ v0+∆v

v0

(
∂au

∂u0

)

vw

∆u dv dw

=

(
∂au

∂u0

)

v0w0

∆u∆v∆w

=

(
∂Auhvhw

∂u0

)

v0w0

∆u∆v∆w

(4.41)
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となる. ただし, 2番目の等式においては∆v, ∆wが微小量であることか
ら被積分関数を v = v0, w = w0における値で置き換えて積分を評価した.

σ3と σ4, σ5と σ6の上での面積分についても同様に考えると
∫∫

∂ω

A · dS

=

{(
∂Auhvhw

∂u0

)

v0w0

+

(
∂Avhwhu

∂v0

)

w0u0

+

(
∂Awhuhv

∂w0

)

u0v0

}
∆u∆v∆w

(4.42)

となる. 一方, ∆V = huhvhw∆u∆v∆wであるから, u0, v0, w0をあらため
て u, v, wとおくと, 直交曲線座標における∇ · Aの表式として (4.33)が
得られる.

ラプラシアン
ラプラシアン∇2はスカラー場 f について

∇2f = ∇ · (∇f) (4.43)

によって定義される 2階の微分演算子である. 直交曲線座標 (u, v, w)にお
ける∇2f の表式は (4.4), (4.33)から

∇2f =
1

huhvhw

{(
∂

∂u

hvhw

hu

∂f

∂u

)

vw

+

(
∂

∂v

hwhu

hv

∂f

∂v

)

wu

+

(
∂

∂w

huhv

hw

∂f

∂w

)

uv

} (4.44)

となる. また, 直交座標, 球座標, 円柱座標の場合の∇2f の表式は
直交座標

∇2f =

(
∂2f

∂x2

)

yz

+

(
∂2f

∂y2

)

zx

+

(
∂2f

∂z2

)

xy

(4.45)

球座標

∇2f =
1

r2

(
∂

∂r
r2∂f

∂r

)

θϕ

+
1

r2 sin θ

(
∂

∂θ
sin θ

∂f

∂θ

)

ϕr

+
1

r2 sin2 θ

(
∂2f

∂ϕ2

)

rθ

(4.46)
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円柱座標

∇2f =
1

ρ

(
∂

∂ρ
ρ
∂f

∂ρ

)

ϕz

+
1

ρ2

(
∂2f

∂ϕ2

)

zρ

+

(
∂2f

∂z2

)

ρϕ

(4.47)

である. なお, ベクトル場Aについて重要な公式

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A) −∇2A (4.48)

が成り立つ.

4.4 積の微分の公式
勾配, 回転, 発散について以下の積の微分の公式が成り立つ.

(1) ∇(fg) = (∇f)g + f∇g

(2) ∇× (fA) = ∇f × A + f∇× A

(3) ∇ · (fA) = ∇f · A + f∇ · A
(4) ∇ · (A × B) = B · (∇× A) − A · (∇× B)

(5) ∇(A · B) = (B · ∇)A + (A · ∇)B

+ B × (∇× A) + A × (∇× B)

(6) ∇× (A × B) = (B · ∇)A − (A · ∇)B

+ A(∇ · B) − B(∇ · A)

(4.49)
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5.1 微分積分学の基本定理
1変数関数 f(x)の微分と積分について

∫ b

a

df

dx
dx = f(b) − f(a) (5.1)

が成り立つ. これを微分積分学の基本定理という. この定理をスカラー
場, ベクトル場に拡張したものがこの章で取り上げる積分定理である. ス
カラー場 f については, 前章の勾配のところですでに (4.3)として

∫

ra→rb

∇f · dr = f(rb) − f(ra) (5.2)

を導いた. (5.1), (5.2)は関数の微分を積分したものが積分領域の境界に
おけるもとの関数の値の差として与えられるという意味をもつ. 以下で
扱うベクトル場についての 2つの積分定理もこの意味をより一般的な形
で表すものとなっている.

5.2 ストークスの定理
ベクトル場Aの回転∇× Aの定義

(∇× A) · ∆S =

∫

∂σ

A · dr (5.3)

に基づいて, 隣接する 2つの微小な 3角形 σ1, σ2に対してこれを適用して
みよう. ここで, σ1と σ2は 1つの辺 γを共有しており, また, σ1と σ2の
面素ベクトルは同じ側を向いているとする. このとき, σ1と σ2について
の和

(∇× A)1 · ∆S1 + (∇× A)2 · ∆S2 =

∫

∂σ1

A · dr +

∫

∂σ2

A · dr (5.4)
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を考えると, 右辺の線積分への共有された辺 γからの寄与が相殺して消え
ることがわかる. これは, ∂σ1, ∂σ2における辺 γ上の接線ベクトル t1, t2

が互いに逆向きとなっているためである. したがって,

(∇× A)1 · ∆S1 + (∇× A)2 · ∆S2 =

∫

∂(σ1+σ2)

A · dr (5.5)

と書けることがわかる. ここで, σ1 + σ2は σ1と σ2をあわせた図形を表
す. したがって, 与えられた曲面Σを微小な 3角形によってΣ =

∑
i σiと

分割して考えると,

∑

i

(∇× A)i · ∆Si =

∫

∂

„

P

i
σi

« A · dr (5.6)

が成り立つことがわかる. (5.6)を積分の形で表すと
∫∫

Σ

(∇× A) · dS =

∫

∂Σ

A · dr (5.7)

となる. (5.7)をストークスの定理という. ストークスの定理からわかる
重要な性質は, ∇×Aの面積分は積分を行う曲面の境界さえ同じであれば
異なる曲面に対してもまったく同じとなるという点である. これは, ∇f

の線積分 (5.2)が積分経路の始点と終点のみで決まり, 途中の道すじによ
らないという性質と似ている.

5.3 ガウスの定理
ベクトル場Aの発散∇ · Aの定義

∇ · A ∆V =

∫∫

∂ω

A · dS (5.8)

に基づいて, 隣接する 2つの微小な 4面体ω1, ω2に対してこれを適用して
みよう. ここで, ω1と ω2は 1つの面 σを共有しているとする. このとき,

ω1と ω2についての和

(∇ · A)1 ∆V1 + (∇ · A)2 ∆V2 =

∫∫

∂ω1

A · dS +

∫∫

∂ω1

A · dS (5.9)
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を考えると, 右辺の面積分への共有された面 σからの寄与が相殺して消え
ることがわかる. これは, ∂ω1, ∂ω2における面 σ上の法線ベクトルn1, n2

が互いに逆向きとなっているためである. したがって,

(∇ · A)1 ∆V1 + (∇ · A)2 ∆V2 =

∫∫

∂(ω1+ω2)

A · dS (5.10)

と書けることがわかる. ここで, ω1 + ω2は ω1と ω2をあわせた図形を表
す. したがって, 与えられた領域Ωを微小な 4面体によってΩ =

∑
i ωiと

分割して考えると,

∑

i

(∇ · A)i ∆Vi =

∫

∂

„

P

i
ωi

« A · dS (5.11)

が成り立つことがわかる. (5.11)を積分の形で表すと
∫∫∫

Ω

∇ · A dV =

∫∫

∂Ω

A · dS (5.12)

となる. (5.12)をガウスの定理という.

5.4 部分積分の公式
積の微分の公式と積分定理をあわせてもちいると以下の部分積分の公式
を導くことができる.

(1)

∫

ra→rb

(∇f)g · dr =
[
fg

]rb

ra
−

∫

ra→rb

f∇g · dr

(2)

∫∫

Σ

(∇f × A) · dS =

∫

∂Σ

fA · dr −
∫∫

Σ

(f∇× A) · dS

(3)

∫∫∫

Ω

∇f · A dV =

∫∫

∂Ω

fA · dS −
∫∫∫

Ω

f∇ · A dV

(4)

∫∫∫

Ω

B · (∇× A) dV =

∫∫

∂Ω

(A × B) · dS

+

∫∫∫

Ω

A · (∇× B) dV

(5.13)

また, 上の公式 (3)においてA = ∇gとおくことにより
∫∫∫

Ω

∇f · ∇g dV =

∫∫

∂Ω

f∇g · dS −
∫∫∫

Ω

f∇2g dV (5.14)
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が得られる. さらに, この公式およびこの公式で f と gを入れ替えたもの
から

∫∫

∂Ω

(f∇g − g∇f) · dS =

∫∫∫

Ω

(
f∇2g − g∇2f

)
dV (5.15)

が得られる. (5.14), (5.15)をグリーンの公式という.
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